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Resumen

Haciendo hincapié en el contexto de los paises de ingresos medios, este trabajo
se focaliza en la importancia que poseen las condiciones iniciales de una economia
al inicio de su proceso de desarrollo y la acumulacién de capital humano para
explicar las posibles trayectorias de crecimiento.

Tomando el trabajo de Lucas (1988) como base del anélisis, se alterardn dos
supuestos fundamentales sobre los que gravitan los resultados obtenidos por aquel
autor. En primer lugar, la homogeneidad de los individuos en cuanto a la acumu-
lacién de conocimientos. En segundo lugar, la linealidad de los rendimientos en la
acumulacién de capital humano.

De acuerdo a la distribucién de los individuos en el espacio de habilidades, las
tasas de crecimiento de la economfa podrdan ser mayores o menores, dependiendo
de los rendimientos establecidos y de ciertos umbrales y pardmetros definidos,

'Este trabajo es una extensién de “Crecimiento Econémico y Capital Humano Hete-
rogéneo”, presentado por Mara Rojas en las Jornadas Latinoamericanas de Teorfa
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conduciendo a la economia hacia una senda de crecimiento sostenido o hacia una
situacién de trampa de pobreza.

Considerando los elementos anteriores, la consideracién de una desigual dis-
tribucion del ingreso inicial conduce, como resultado, al surgimiento (ceteris paribus)

de una desigualdad endégena que puede ser creciente.
Abstract

This work focus on the relevance of initial conditions and the human capital
accumulation to explain potential economic growth paths, in the context of middle-
income countries.

We start with the Lucas’ work (1988) reconsidering two central assumptions.
First, the homogeneity between individuals supposed by the author. Second, the
linearity of returns over the knowledge.

According to the distribution of individuals into the ability space, the growth
rate of the economy will be greater or lower given the returns, parameters, and
threshold values. This fact leads the population to two possible results: a poverty
trap or a positive growth path.

In this framework, given an initial inequality on the income distribution, there
can be possible that the inequality becomes endogenous.

Palabras clave: Crecimiento, capital humano, trampas de pobreza, desigualdad.

Clasificacién JEL: O1-O4.

1. Introduccion

Existe una amplia literatura que relaciona crecimiento con desigualdad.
Bésicamente, la discusion se centra sobre la posibilidad de crecer en un
contexto de desigualdad de ingresos, si es necesario redistribuir antes de
encarar el proceso de crecimiento, etc. Sin adentrarnos en esta discusiéon
tedrica, el objetivo de este trabajo es el de plantear aquellos escenarios
posibles en los que, a partir del proceso de acumulacién de capital humano,
se produce crecimiento econémico con desigualdad creciente entre los indi-
viduos, o se cae en una trampa de pobreza al no poder el sistema (dada la
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desigualdad inicial en la dotacién de capital humano) generar el proceso de
acumulacién necesario para alcanzar un crecimiento sostenido.

Para tal efecto, en la préxima seccién se desarrollard el modelo de Lu-
cas (1988), base tedrica para nuestra discusion. La seccién III se ocupard
de presentar la faceta empirica de los paises en desarrollo en cuanto a acu-
mulaciéon de capital humano se refiere. En la seccién IV presentamos el
modelo que incluye las caracterfsticas empiricas principales descriptas en
la seccién III. La seccién V se ocupa principalmente del caso especial de
la polarizacién en la distribucién de los ingresos, como resultado del proce-
so de acumulacién. Por 1ltimo se sefialan las conclusiones principales y la
futura linea de investigacién.

2. El modelo de Lucas

En los tltimos afios, la Teorfa del Capital Humano se ha extendido
enormemente. Sin embargo, el modelo desarrollado por Lucas (1988) ha si-
do, quizds, uno de los més estudiados y utilizados a lo largo del tiempo. En
el afdn de encontrar una construccién alternativa al modelo de crecimien-
to desarrollados por Solow (1956), Lucas (1988) introduce el concepto de
“capital humano” definido por Schultz (1961) y Becker (1964) en el con-
texto neocldsico. La inversién en capital humano es la fuente que explica la
obtencién de tasas de crecimiento per cédpita positivas en las economfias, en
lugar de estados estacionarios.

La Teorfa del Capital Humano se focaliza en el hecho de que la manera
en que un individuo asigna su tiempo sobre diferentes actividades afectard,
en el futuro, su productividad, a través de su nivel de conocimientos alcan-
zado. Y esto, a su vez, determinard la productividad total de la economfa.

Lucas supone la existencia de N trabajadores cuyos niveles de habili-
dades h difieren y se encuentran ranqueados en un continuo de 0 a infinito.
De esta forma, la fuerza laboral total de la economia podria describirse como
la sumatoria de todos los trabajadores, y el stock medio de conocimientos
como la sumatoria de los trabajadores ponderados por su nivel de habili-
dades. Si se considera un espacio de habilidades continuas, la fuerza laboral
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serfa N = [ N (h¢)dh y el stock medio de habilidades Hy = [ heN (hy)dh.

La produccién de bienes se realiza mediante una tecnologia tipo Cobb —
Douglas, con rendimientos constantes a escala. Los factores que intervienen
en la produccién son el capital fisico K4, el factor tecnolégico A;, la fuerza
de trabajo efectiva Nf y un factor que representa la externalidad del ni-
vel medio de conocimientos sobre el conjunto de la sociedad, reflejando el
hecho de que los individuos son méds productivos si trabajan rodeados de
personas mas productivas. Como en Solow (1956), el capital fisico presenta
rendimientos marginales decrecientes en la produccién, y por lo tanto, en
la acumulacién del factor dada la linealidad del ahorro. La tecnologia es
exégena y se considera constante. En cuanto a la fuerza de trabajo efectiva,
cada trabajador destina una fraccién u(h) de su tiempo a la produccién de
bienes en relacion a su nivel de conocimientos. Asi, la fuerza laboral efectiva
total estard definida por Nf = [;° u(h¢)heN (he)dh.

En este punto, Lucas (1988) simplifica su an4lisis al establecer que todos
los individuos son homogéneos, de manera que invierten la misma cantidad
de horas en trabajar y poseen el mismo nivel de conocimientos. La fuerza
laboral efectiva total se describe como , dado que el promedio de las habili-
dades coincide exactamente con h.

Por otra parte, la forma en que se produce la acumulacién de conocimien-
tos difiere respecto del capital fisico. Como se mencioné anteriormente, la
acumulacién de capital humano debe estar ligada a la fraccién de tiempo
que se destina a actividades de capacitacién y estudio, y al nivel h previa-

mente adquirido. Es decir: h = h¢G(1—wu(h)). Dependiendo de la magnitud
del pardmetro (, la funcién de acumulacién puede tener rendimientos cre-
cientes, constantes o decrecientes. Si ( < 1, entonces la acumulacién de
capital humano no sirve como alternativa para explicar el crecimiento de
los paises y los resultados son similares a los hallados por el modelo neo-
clésico.

Lucas (1988), siguiendo a Uzawa (1965) y Rosen (1976), establece la
linealidad tomando ¢ = 1. Los individuos acumulan conocimientos réapida-
mente al inicio de sus vidas y con menor velocidad en la adultez. Dado que
poseen vida finita, el supuesto de linealidad podria reflejar los retornos de la



Crecimiento econdmico y capital humano heterogéneo: trampas de pobreza y polarizaciin en 03
economias designales

educacién a lo largo de todo el ciclo vital. Si la misma tecnologfa se aplica a
todos los individuos, los cuales son al mismo tiempo homogéneos en el nivel
de conocimientos, puede suponerse la linealidad de los rendimientos en un
modelo de un tnico individuo de vida infinita d la Ramsey. Ademds, el au-
tor asume la linealidad en la funcién G, de forma tal que h = hd(1 —u(h)),
donde § es un parametro tecnoldgico que refleja la productividad de la
inversién en educacion.

Este modelo predice que la mayor tasa de acumulacién de conocimiento
que puede obtenerse es § y la menor es cero. Entre esos dos extremos, se
obtendrd una tasa de crecimiento balanceado para la economia y ninguna
otra fuente exdgena de crecimiento serd necesaria para explicar el desarrollo
de las economias.

3. La heterogeneidad del capital humano en pai-
ses en desarrollo

Es necesario hacer hincapié en los dos supuestos fundamentales sobre
los que se basa aquel resultado: la homogeneidad de los individuos en cuan-
to a la acumulacién de conocimientos y la linealidad de los rendimientos.
Sin embargo, estos supuestos pueden estar describiendo un contexto muy
diferente al observado en economias en desarrollo.

En los paises latinoamericanos, més del 80 % de la poblacién concluye
la educacién primaria. Pero sélo la mitad de la poblacién en edad esco-
lar llega al nivel secundario superior y, mas atin, sélo un tercio lo finaliza.
Podria imaginarse cémo serd la distribucién de la poblacién segin niveles
educativos en estos paises. La literatura de organismos especializados, como
UNESCO (2005, 2007) y Banco Mundial (2006), suele hacer referencia a
las amplias desigualdades en los niveles educativos alcanzados por los dife-
rentes sectores de la sociedad y en las dispares oportunidades de acceso a
la educacion.

En particular, si se observa la distribucién de la poblacién para Ar-
gentina segin niveles de conocimientos alcanzados (considerados como los
niveles de educacién formal obtenidos), la misma exhibe una distribucién
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Afios de Educacion Alcanzados (2006) - Tendencia
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Poblacion (en millares)

Figura 1: Poblacién argentina segin anos de estudio alcanzados. Linea de
tendencia.

sesgada hacia la izquierda.

Asimismo, los rendimientos de los diferentes niveles educativos muestran
amplias disparidades entre aquellos individuos que alcanzan altos niveles
educativos y aquellos que no logran superar cierto umbral. Carlson (2002)
analiza las primas por educacién en América Latina, segin nivel educativo
alcanzado. Las mayores primas salariales son obtenidas por los individuos
que han completado el nivel de estudios universitarios y se advierten al-
tas primas para quienes han completado el nivele de educacién secundario
superior.

Asi, los rendimientos de la inversién en educacién dependerdn del ni-
vel alcanzado. Mientras que para niveles primarios y secundarios incom-
pletos los rendimientos parecen incrementarse menos que proporcional-
mente con los gastos y costos incurridos, los rendimientos de la inversién
en conocimientos para los niveles secundario completo y universitario pare-
cen incrementarse mas que proporcionalmente respecto de los desembolsos
(reales y costos de oportunidad).

Segin Becker et. al (1990), la tasa de retorno del capital fisico se asume
como decreciente a medida que el stock de capital de la economia crece.
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Afios de Educacion Alcanzados (2001)
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Figura 2: Poblacion argentina segin afos de estudio alcanzados. Frecuencia.

Pero la idea andloga para la acumulacién de capital humano es més dificil
de sustentar dado que el capital humano se encuentra materializado en las
personas. Los rendimientos crecientes, una vez alcanzado un nivel minimo
de conocimientos, pueden justificarse por dos razones: a nivel micro, la
acumulacién de conocimientos més complejos se da cuando se materializa
el bloque de conocimientos bédsicos; a nivel macro, hay un efecto positivo del
stock de capital humano sobre la nueva inversién. Ambas cuestiones hacen
que las tasas de retorno sean pequenas cuando el stock de capital humano
es pequeno, y altas cuando el stock de conocimientos es grande.

Es imposible no hacer alusién a la relacién que tiene este argumento
con la distribucién del ingreso. Cuanto menor es el ingreso de una fami-
lia, menor es la posibilidad de realizar desembolsos monetarios y mayores
los costos de oportunidad de mantener un hijo en el sistema de educacién
formal. Por lo tanto, los niveles educativos logrados serdn més bajos en
hijos pertenecientes a familias de menores ingresos, en relacién a aque-
llas metas educativas alcanzadas por hijos de familias de mayores ingresos.
Esto resultard en grandes disparidades salariales al momento de ingresar
los individuos en el mercado laboral, perpetudndose las diferencias entre
ambos grupos sociales y condenando a los individuos de bajos ingresos a
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permanecer en un circulo de pobreza.

Atn sin considerar andlisis de movilidad y cuestiones redistributivas,
cabe preguntar qué sucederd a nivel agregado en una economia con hete-
rogeneidad sobre los rendimientos de la inversién en capital humano. Esto
es, ;qué sucederfa en el marco del modelo de Lucas (1988) si coexistieran
grupos de personas cuyos rendimientos sobre la inversién en conocimientos
fueran decrecientes y grupos con rendimientos crecientes sobre la inversiéon
en capital humano?

4. El modelo con individuos heterogéneos

Lucas considera un problema de maximizacién dindmica, donde se pre-
senta una funcién de utilidad intertemporal tipica. La sociedad maximiza:

1—0’_1

(1)

o0
maxU = / e Pu(c))Nedt  con  u(cy) = L—-—=
0 l1—0

Donde u(c;) es una funcién de utilidad de elasticidad constante y p es el
factor de descuento. El problema de maximizacién dindmica se completa con
las restricciones de acumulacién del capital fisico y humano, las condiciones
iniciales y las condiciones de transversalidad. Estas son:

K = F,(-)~Nye,— A K, siendo Fy(-) = AKP(N)' B con 0<f<1, A>1
(2)

h = Gt() — )\hht con Gt<) =G (ht,u(ht)) (3)
Ki—o = Ko, hi=o = ho (4)
Jim e PIOIK; =0, Jim e P 02h; = 0 (5)

Aqui, 0] y 6? son los precios sombra de las restricciones (2) y (3) res-
pectivamente. La tecnologia viene dada por una funcién Cobb-Douglas con
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rendimientos constantes a escala y bien comportada. Para simplificar el
andlisis, no se considerardn efectos externos. La produccién de un unico
bien homogéneo se destinard a consumo y acumulacién de capital fisico.

Introduciendo heterogeneidad, ya no se trata de un nivel promedio
de conocimientos, sino que existirdn diferentes niveles de h. La produc-
cién dependerd, entre otros factores, de la fuerza de trabajo efectiva, que
vuelve a representarse por Nf = [ u(hs)heN (hy)dh, y del nivel medio de
conocimientos H; = fooo hiN (hy)dh.

Ademds, los individuos ranqueados de 0 a un nivel de aprendizaje lo su-
ficientemente bajo h, acumulardn conocimientos bajo rendimientos decre-
cientes. A partir de dicho nivel, la acumulacién se producird bajo rendimien-
tos crecientes a escala. Individualmente, esto implica que:

b he(1 —u) —Aphe  sih€[0,h] con0<a<1
N 5h§/’(1—u)—)\hht sihé€h,o0) conyp>16>1

Por lo tanto, la acumulacién promedio de capital humano en la economia
dependerd de cémo se distribuyan los individuos dentro del intervalo de
habilidades [0, 00). El factor ¢ representa un factor de eficiencia adicional
para altos niveles de capital humano.

Dadas estas modificaciones, y eliminando los subindices que identifican
el tiempo para simplificar la escritura, las restricciones (2) y (3) serdn®:

K = AKP(N®)'P — ¢ — \K (6)

. h o)
_ [T he Y1 _ _
H_/O he(1 )N(h)dh+/h ShY(1 —w)N(R)dh —\H  (7)

Donde N (k) es la funcién de densidad y N = [ N(h)dh = 1. Las condi-
ciones iniciales no sélo implicardn un nivel de Ky determinado, sino tam-
bién una distribucion inicial establecida para h. La historia de la sociedad

3Se esta suponiendo que, en promedio, la tasa de depreciacién es la misma para todos
los individuos, sin importar el nivel de conocimientos que posean. A su vez, es la misma
que para el capital fisico. Cabe aclarar que éste es sélo un supuesto simplificador que
puede no verificarse en la realidad.
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definird cudl serd el valor del umbral estipulado y de qué manera se encuen-
tra distribuida la poblacién.

Si todos los individuos asignan de la misma forma la cantidad de tiempo
entre acumular conocimientos y trabajar, esto es, entre u y (1—u), entonces
N¢ =wu [ hN(h)dh = uH.

Resolviendo el problema de maximizacién, de las condiciones de primer
orden respecto de ¢ y K%, se obtiene la senda de crecimiento del consumo
per cdpita:

= 2 [asiey -2
c o

Donde ¢ es la tasa de crecimiento del consumo per cdpita y k¢ =
K/N¢ = K/uH es el capital por unidad de trabajo efectivo. Este resul-
tado, en principio, es similar al obtenido por Lucas. Las diferencias aqui
son: 1) el capital se expresa en unidades de trabajo efectivo; 2) el mismo
estd formado por una distribucién determinada de capital humano hete-
rogeéneo.

Un incremento en el capital por unidad de trabajo efectivo, mantenién-
dose el capital humano en niveles constantes, reduce la tasa de crecimien-
to del consumo per cdpita a causa de los rendimientos decrecientes en la
acumulacién del capital fisico. Esta conclusién se verifica, en general, en
modelos de crecimiento que supongan este tipo de rendimientos para el
capital fisico. Obsérvese que ante incrementos en el promedio del capital
humano acumulado o en la cantidad de horas trabajadas, manteniéndose
K constante, el capital por unidad de trabajo efectivo tiende a caer y el
consumo a acelerarse. Existe una relacién negativa entre la acumulacién de
capital por unidad de trabajo efectivo y la acumulacién de capital humano.
Para ver esto mds claramente, tomando la restricciéon (6) y expresandola
en términos de unidades de trabajo efectivo:

*Esto es, las derivadas de primer orden del Hamiltoniano deben verificar S. = 0 y
Sk = —01, donde ; es la derivada primera del Hamiltoniano respecto de la variable i.
(Ver apéndice matemdtico).
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k c H
= AR - — A+ = 8
ke ( ) K H ( )

Esto es asf porque, si bien la poblacién no registra tasas de crecimiento
positivas, el capital humano si lo hace, incrementando la fuerza laboral
efectiva.

La distribucién inicial de A no es una cuestién menor al analizar la
trayectoria de la economifa. Dada una distribucién N(h) en ¢t = 0, la dis-
tribucién en ¢ = 1 dependerd de la forma en que se acumule h y de cudntos
individuos se encuentren a la derecha o a la izquierda del umbral A.

Como se mencioné anteriormente, el nivel de conocimientos en la poblacién
latinoamericana, parece seguir una distribucién sesgada a izquierda. Por tal
motivo, se supondra que N(h) es una funcién de densidad tipo gamma’® .
De las condiciones de primer orden respecto de u y h, se obtiene la senda
de crecimiento para el capital humano®:

H 1(1—u) c 1
i st (175)° )

En donde Z = h*t% te=h — §pt ek giendo a > 2.

Como puede verse con mayor detenimiento en el apéndice, los valores
de los parametros a y b determinardn el sesgo de la funcién de distribucion.
Incrementos en a acrecientan el valor de Z y, por lo tanto, las tasas de acu-
mulacién del capital humano promedio de la economia. En particular, un
incremento en a, inclina la distribucién de los individuos hacia la derecha,
produciendo una mayor concentracién de la poblacién hacia mayores nive-
les de educacién iniciales. De esta manera, un mayor niimero de personas
acumulard conocimientos bajo rendimientos crecientes, estimulando el crec-
imiento de la economia en su conjunto.

’La misma cumple diferentes propiedades que se detallan en el apéndice. Fundamen-
talmente, representa una distribucién sesgada a la izquierda.

6 Considerando &y, = 0 y S = 792. Ver apéndice.
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Una disminucién en el factor b, concentra la distribucién hacia la media.
Un valor alto para el pardmetro b tiende a incrementar la dispersién de
los individuos alrededor del nivel medio de conocimientos. El efecto de
este factor es ambiguo. Por un lado, incrementos en b podrian reducir la

tasa % al aumentar la heterogeneidad de la poblacién. Por otro lado, si
el umbral A es lo suficientemente bajo, un incremento en b incrementaria
la tasa de acumulacién de conocimientos al colocar una mayor proporcién
de poblacién bajo rendimientos crecientes en la acumulacién de capital
humano.

Dos puntos cruciales del andlisis son en dénde se ubicard h al inicio
del proceso de desarrollo y cudl serd el valor de §. Aumentos en el umbral
h reducen la tasa de acumulacién del capital humano al reducir Z. Y tal
reduccién serd mayor cuanto més grande sea §. Esto es asi porque es mayor
la cantidad de poblacién que quedard bajo la ley de los rendimientos decre-
cientes en la acumulacion de conocimientos, perdiendo la ganancia adicional
de una mayor productividad.

Ademsds, incrementos en el consumo reducen la acumulacién de capital
humano, mientras que incrementos en el stock de capital fisico la acrecien-
tan.

La ecuacién (9) puede reescribirse como:

Z—(;l:(s))Z—p—i—(l—a)i (10)

La economia alcanzard tasas de crecimiento balanceadas cuando:

H (I —u) -1

—=|——7Z- 11

i [baf(a) p} 7 (11)
Fécilmente se verifica que % = % = % = g y g = 0. La existencia

de una tasa de crecimiento balanceado positiva implica la presencia de
una tasa de descuento intertemporal p suficientemente pequena. La idea
intuitiva que hay detras de esto es que, si se valora mucho el bienestar
de las generaciones presentes, serd imposible aprovechar los beneficios de
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inversiones sucesivas en capital humano, aunque cierta parte de la poblacién
invierta bajo rendimientos crecientes a escala.
(1—u) .

En el caso de que bar(a)Z = p, la economfa converge a un estado esta-
cionario. Que se arribe a uno u otro resultado, con tasas de crecimiento
positivas o nulas, dependerd, como se ha venido describiendo hasta aqui,
de la distribucién inicial de h, el valor de los pardmetros 9, a, ¥, p, o, y el

valor del umbral h.

5. El caso particular de la polarizacién

Los resultados anteriores se basan en una distribucién especifica de la
dotacién inicial de capital humano en la poblacién. Un caso particular cons-
tituye la formacién de dos grupos diferenciados de individuos: aquellos que
inician con un alto stock de capital humano (que puede ser visto como, in-
tergeneracionalmente, un clima educativo alto en el hogar) y los que poseen
un bajo stock inicial. Se trata de investigar, en el marco tedrico propuesto,
si un incremento en la acumulacién de capital humano conlleva crecimiento
con igualdad en una economfa inicialmente dual.

Supongamos ahora que la economia presenta dos sectores, ambos pro-
ducen y consumen el mismo bien, pero se diferencian en los rendimientos
bajo los cuales se acumula capital humano (& la Lucas en ambos sectores,
pero con rendimientos decrecientes y crecientes respectivamente):

[ h/(1—w) sihp=h,con0<y<l1 19
{(5hf’(1—u) sihg=nh,cony>1,6>1 (12)

La poblacion se distribuye entre los dos sectores de acuerdo a una pro-
porcién dada al inicio:

L=pL, L=(1-p)L, L=L+L (13)

Por lo tanto, la utilizacién del capital también se dard entre los dos
sectores, de acuerdo a determinadas proporciones, K = K + K
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Mantenemos algunos supuestos standard para este tipo de modelos: los
individuos de ambos sectores maximizan una funcién de utilidad tipica y
no hay crecimiento poblacional ni depreciacién de capital fisico y humano.

Dado que consideramos dos grupos diferentes conviviendo en el sistema
econdémico, se plantean dos problemas de maximizacién diferentes de acuer-
do al grupo de pertenencia:

Si hg=h,

N 1
40y [Mﬂ’(l - u)]

H = o (1__;1> pL + 0y {[AK" (mhpL)' =] ~epL}  (14)

Si hg = h,

H = e (CH_) (1=p)L+ 2 {|BE (wh(1 - p)L)' 7| - c(1 ~ p) L}

1—0

+A2 [T (1 = w)]

Las condiciones de maximizacién para ambos problemas serdn:
e Para hg = h:

¢ Teva—1 -1 7€ K
o= Aa(k ) —plo~", donde k = holL
A partir de la ecuacién (15) se puede ver que, si las tasas proporcionales
de acumulacién de K y c tienden a un nivel constante cuando t tiende a
infinito, se demuestra que las tasas de K, cy h (para h inicial alto) tienden a
un mismo valor. Pero para mantenerse este resultado, se tendria que limitar
el valor de ¥ de manera que ¥ € (1,2), dado que la tasa de acumulacién
del capital humano sera:

(15)

h 1
= ShY 1 — ) (16)



Crecimiento econdmico y capital humano heterogéneo: trampas de pobreza y polarizaciin en

113

economias designales

Si 1) es mayor que 2, y dado que la acumulacién del capital depende del
propio stock en el tiempo, se plantea un resultado creciente (explosivo). Si
es menor que 2, el comportamiento, aun creciente, es mas suave. Sea cual
fuere el valor de v, la tasa de crecimiento del consumo es:

(C) = [(1 +a@ — )dh?™t —p| (0 —a)7! (17)
“Ju

Este resultado plantea una dificultad metodoldgica: dado que la tasa de
crecimiento del consumo depende de h; el resultado es explosivo, a excepcién
del caso particular en que 1 sea igual a 1. Este es el tnico resultado en
el que el modelo es estable, por lo que intrinsicamente encontramos una
inestabilidad de tipo filo de la navaja para el grupo particular hg = h.

e Para hg = h:

En este caso, la tasa de crecimiento del consumo sera:

Es facil ver que dicha tasa, asi como también la del ahorro y acumulacion

de h y K, decrece ante incrementos en h. Hay convergencia hacia un estado
estacionario en el que la tasa de crecimiento se anula. Igualando a cero:

e Ne!

h

) = [+ Bu— AW~ p] (o~ )" (13)

b=

<1+6u+5)11v 19)

p

Pero, al mismo tiempo, la tasa de crecimiento del capital humano debe
ser cero en el estado estacionario:

Lo =0 (20)

Esto implica que, o h* = 0 0 u* = 1. De la ecuacién anterior se desprende
que, si h* es cero, u = (f — 1)/B. En tal caso, u serfa menor que cero, lo
cual es imposible. Por lo tanto, ©* = 1. En el estado estacionario del sector
de baja productividad no se destinard tiempo a acumular capital humano.
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El resultado ya fue planteado en el modelo original de Lucas (1988): el
autor senalé que incluir rendimientos decrecientes sélo complica el planteo
analitico del modelo de Solow, ya se arriba a las mismas conclusiones.

La tasa de crecimiento del consumo total de la economfa serd una com-
binacién de (17) y (18), creciente en el agregado pero con una componente
decreciente, dada por la trayectoria de (18), y una componente creciente,
dada por (17). En el limite, la tasa de crecimiento del consumo para un
grupo de la poblacién, hg = h, serd nula, mientras que para el grupo hg = h
serd positiva (o inestable y creciente) con acumulacién positiva de capital
humano. Se plantea de esta forma el surgimiento de una economia dual.

6. Conclusiones preliminares

Haciéndose hincapié en el contexto de los pafses latinoamericanos, este
trabajo se focalizé en la importancia de las condiciones iniciales para ex-
plicar la trayectoria de crecimiento de un pais. Se plantearon tres casos
posibles para describir el desempeno de un sistema: trampas de pobreza,
crecimiento sostenido, o polarizacién de la economia. En el modelo presen-
tado, si toda la poblacién se encontrara a la izquierda del umbral A, la incor-
poracién de capital humano se realizarfa bajo rendimientos decrecientes en
su totalidad y, como menciona Lucas (1988), s6lo se complicaria analitica-
mente el modelo neocldsico, sin que se obtengan resultados cualitativamente
distintos. Basicamente, la economia alcanza un estado estacionario de ba-
jo nivel de ingreso y practicamente nula acumulacién de capital humano,
situacién posible de ser interpretada como una trampa de pobreza.

Pero la realidad hace suponer que habra individuos localizados, tanto
a la izquierda del umbral, como a la derecha del mismo. Dependiendo de
como se encuentre distribuida la poblacién al inicio del proceso, las tasas de
crecimiento de la economia podrian ser positivas, conduciendo a la economia
a una senda de desarrollo sostenido; o nulas, atrapando a la economia en
un estado estacionario de bajos niveles de ingreso.

Por dltimo, la convivencia de ambos grupos pero con diferentes fun-
ciones de acumulacién de capital humano conduce al sistema a un resultado
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dual, donde los individuos que caen en una situacién de trampa de pobreza
conviven con los que generan un circulo virtuoso de acumulacién de capi-
tal humano, crecimiento y consumo crecientes. El agregado mostrard una
economia en expansién, pero a nivel microeconémico los individuos desfa-
vorecidos en historia (condiciones iniciales) no pueden beneficiarse de dicho
crecimiento.

En el presente trabajo no se ha efectuado ningin anélisis de movilidad.
Es de suponer que a medida que la economia se desarrolla, m&s personas
se encontrardn a la derecha del umbral. Pero, al mismo tiempo, el umbral
se ha senalado como un pardametro. Podria suponerse, por ejemplo, que el
umbral se incremente a medida que el mercado laboral requiere mayores
especializaciones. Se pretende incorporar en futuros trabajos dicha movili-
dad, asf como también eliminar la inestabilidad intrinseca del modelo de
polarizacién.
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A. Apéndice Matemadtico

El Hamiltoniano, de acuerdo a las condiciones planteadas, queda definido

por:
| 0o 1-p8 00
§ = et <1> + 64 AK®? <u/ hN(h)dh) — c/ N(h)dh — AK
-0 0 0

0, [(1 ) ( /0 " LN (h)dh + /h h (sth(h)dh) 1 < /O - hN(h)dhﬂ

Las condiciones de primer orden vendran dadas por:

A) =0
B) Sk = —6,
C) S, =0
D) S, = —0,

Donde $; representa la derivada de primer orden respecto de 1.
Considerando la condicién A):

Se=e e —0,=0

Aplicando logaritmo natural y diferenciando respecto del tiempo:

Tomando la restriccién B) y recordando que u [;~ kN (h)dh = N¢:

Sk =6, [5AK5—1(N6)1—5 — )\] = 0, = BAKPI(NEIB _y= L

117
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Reemplazando —% y llamando k¢ a K/N¢:
01

ﬁAK/B—l(Ne)l—B — = p + O'S = [BA(]{Ze)ﬁ—l [ — p] 0'_1

La distribucién gamma supone una funcién N(h) = %e(:;/b definida
en el intervalo [0,00), donde a y b son dos pardmetros establecidos y I'(a)
es la funcién gamma que cumple con ciertas propiedades. El valor esperado
de una distribucién gamma es E(-) = ab, que en este caso es el valor de
H. Introduciendo este tipo de funcién de densidad, y dados los supuestos

acerca de la acumulacién de h, se define nuevamente el Hamiltoniano:

Y ERTER vRV
AK <bar(a)/0 hte dh)

1—u h 3 a+a—1,—h/b o0 ¢y 9p+a—1,—h/b
ey (Jo-h ¢ fftfhh/(zh e~'dn) ]
~ () Jo hte"Pdh

& = e’ptu(~)+91

+04

Considerando la condicién de primer orden respecto de u:

AKP(1—p) </Ooo uhN(h)dh> - /OOO hN(h)dh]

+02 (/Oh heN (h)dh — /hoo 5h¢N(h)dh>
— 0 ;

Sy = 0

Dividiendo la expresién por 62 y haciendo la restriccion (7):

0 . i
ei [A(k )31 — ﬁ)H} = (H + H\7—
0, H -1

=l (1= wAE) (1~ 8)



Apéndice matematico| 119

Aplicando logaritmo natural y diferenciando respecto del tiempo:

o0k
o 0 ke

Ahora, considerando la condicién de primer orden respecto de h:

x 04

[
g
Il

AKP(1 - B) (/OOO uhN(h)dh> - /OOO (uN(h) + uhN'(h)) dh

(1 —u) [ (ah® N (h) + h*N'(h)) dh
+02 | +(1—w) [;° (0eh* N (h) + R¥N'(h)) dh
X Js2 (N (R) + hN'(h)) dh

Sy = AKSP(1-Bu (1 + /oo hN’(h)dh>
0
(1 —u) [Lah® N (h)dh + [ h*N'(h)dh

2] S5 8eh? "IN (h)dh + [;° 6h?N'(h)dh — X (1 + [;° hN'(h)dh)

Puede demostrarse que 1 + fooo hN'(h)dh = 0. Luego,

h h
92(1—u)/ ahalN(h)dh+/ h*N'(h)dh
0 0

- / 6eh?"IN(h)dh + / ShYN'(h)dh
h h

'
Dividiendo la expresién por 6y y reemplazando las expresiones N(h) y
N'(h):
1-— 0
u 7 — 2

bl(a)” 0y
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Donde Z = (a+a—1) [ltpoto=2e=h/bgp — 1 [l pota=tle=h/bgp 4 5(4) 4 a—
1) [ h¥ta2e=h/bgp — 1 [ pita-le=h/bqp,

Reemplazando en % — % =-_ %
c 1—-wu c H
—p—o- Z=-B Ak ——= —X—=
P T el (a) g1 AR K H
c 1—-u 1 c c H
—p—o0- Z=-p|=|0o- Al ——=-2——=
~ P Gc+baf(a) p ﬁ<06+p+> K H

1—u c H
baF(a)ZZBK_(l_B))\+BH
H 1 1—u c 1

- Bwr@? & g

Funcién de distribuciéon gamma

En estadistica la distribucién gamma es una distribucién de probabili-
dad continua, sesgada a la izquierda, con dos pardmetros a y b, cuya funcién
de densidad para valores positivos viene dada por:

2ol e—x/b
beI'(a)
Aqui, T'(+) es la funcién gamma. Para valores enteros del pardmetro a, la
funcién gamma se define como I'(a) = (a—1)!. Para el caso de este trabajo,
ha—1le—h/b
La funcién gamma I'(a) es una integral definida y se denota como:

fz) =

I(a) = / he~te=hdp
0
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Esta funcién tiene ciertas propiedades que son utilizadas en la resolucién
de este trabajo. Algunas de ellas tienen que ver con lo que se conoce como
funcién gamma incompleta. Una funcién gamma incompleta es una funcién
gamma acotada superior o inferiormente. Asi, por ejemplo:

h (o)
’Y(a;h) = / h“_le_hdh, F(G;h) — / hole=hap,
0 h

Ademais,
v(a+ 1;h) = ay(a; h) — hle C(a+1;h) = ay(a; h) + hoeh

Teniendo estas cuestiones en consideracion, se analizé qué sucede con el
factor Z definido en la ecuacién (9). Para simplificar las cuentas, se supuso
que los rendimientos crecientes se representan por ¢ = a + 1 y se llama
z = a+a+ 1, dindole al pardmetro b el valor de uno y al pardmetro a > 2,
porque sino la funcién de distribucién queda definida como una distribucién
exponencial, que es un caso extremo de la distribucién gamma que no se
aplica en este trabajo. Asi:

h h
n 1 .
7 = (Oé +a— 1) / ha+a_2€_h/bdh . g / ha-l-a—le—h/bdh
0 0

o0 1 (o]
+o(e +a—1) / pora=2e=h/bgp — 50 / pvra—le=hibgp,
h h

h h
Z =z / h* e hdh— / hZe " dh+5(z+1) /
0

0 h h
Z =zy(z;h) —2zy(z+ 1;h) + 6(2 + 1)2I'(2 + 1; h) — 6T (2 + 2; h)

e Pdh—o / h*tHe="dn
h

Z = zy(zh) — 2v(z;h) + h*e 2 4 6(2 + 1)20(2; h) + 6(2 + 1)hZe 2
—0(z4+ 1)T(2 + 1;h) — 6h* e
= Z=h%t_sptleh
Y reemplazando nuevamente z:
7 = pota—le—h _ spatag—h

Que es la condicién que acompana a la ecuacién (9).
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