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Resumen

Presentamos resultados obtenidos al comparar el comportamiento de una econo-
mia infinita de intercambio puro después de un choque exégeno o de una variacién
continua de sus pardmetros. Permitimos que la economia no sea lineal y contenga
heterogeneidad de sectores y agentes. Estamos particularmente interesados en com-
parativas estdticas de los precios de equilibrio con un horizonte infinito, un tiempo
continuo, o modelos con incertidumbre. Estamos implicitamente considerando la
posibilidad de multiplicidad de equilibrios y por ende comportamientos catastré-
ficos incluyendo aquellos de grandes saltos y caidas repentinas en los precios.

Abstract

We present results obtained when comparing the behaviour of an infinite pure
exchange economy after an exogenous shock or after a continuous variation of its
parameters. We allow for the economy to be nonlinear and to contain heterogene-
ity of sectors and agents. We are particularly interested in comparative statics
of equilibrium prices with an infinite horizon, a continuous time, or models with
uncertainty. We are implicitly allowing for the possibility of multiplicity of equilib-
ria and, therefore, for catastrophic behaviour including those of large jumps and
sudden drops in prices.
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1. Introduccién

En este trabajo, presentamos resultados obtenidos al comparar el com-
portamiento de una economia infinita de intercambio puro después de un
choque exégeno o de una variacién continua de sus pardmetros. Permiti-
mos que la economia no sea lineal y contenga heterogeneidad de sectores
y agentes. Estamos implicitamente considerando la posibilidad de multipli-
cidad de equilibrios y por ende comportamientos catastréficos incluyendo
aquellos de grandes saltos y caidas repentinas en los precios. Este tipo de
estudios nos parece particularmente relevante en medio del clima econémico
por el que el mundo estd pasando.

Existen diversos modelos de economias infinitas como las que describi-
mos a continuacién aunque podemos mencionar que estos modelos surgen
bésicamente de considerar un horizonte infinito, tiempo continuo o incer-
tidumbre. Por ejemplo, en el caso de una economia con horizonte infinito,
cada agente consume una secuencia de la forma

x = (r1,22,23,...)

en el que cada z; es un vector de los ¢ bienes disponibles en el periodo t.
Una secuencia asi puede verse también como una funcién de la forma

r:N— RE

Otro tipo de ejemplos surgen al considerar un tiempo continuo de tal
manera que el consumo (o la tasa de consumo) de cada agente es una
funcién de la forma

z:[0,T] — R".

Un tercer ejemplo surge de considerar incertidumbre a través del tiempo.
Por ejemplo, en una economia con dos periodos de tiempo (t = 0,1), el
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agente consume (g, 1) en el que zg € R y en t = 1 la incertidumbre est4
parametrizada por el intervalo [0, 1] de tal forma que el agente consume a
través de una funcién de la forma

z1:]0,1] — RE

En los tres ejemplos puede observarse que el consumo es una funcién
de la forma z : M — R’ Aunque hay consideraciones matemsticas muy
importantes que explicaremos en breve, las dotaciones iniciales y los precios
serdn también funciones del espacio de pardmetros M a RY.

Fl estudio de economias infinitas a ha sido llevado a cabo previamente
por diversos autores como Accinelli (1994, 1996, 2003) y Balasko (1997a,
1997b, 1997¢). Dichos autores se han concentrado en comparar los pesos
sociales después de un cambio en las dotaciones iniciales de los agentes de
la economia. Nosotros ademds mencionaremos los cambios en los precios
de equilibrio después de un cambio en las dotaciones individuales de los
agentes.

Este trabajo estd estructurado de la siguiente manera. En la seccién
2 presentamos ejemplos y caracteristicas de economias infinitas. Definimos
preferencias representadas por una funcién de utilidad descontada y defini-
mos también el flujo de consumo, la secuencia de precios y caracterizamos
las funciones de demanda individual. Después, en la seccién 3, presenta-
mos los resultados principales que nos permiten comprender el conjunto
de equilibrio de una economia infinita & la Balasko en donde hacemos un
andlisis cualitativo de los cambios en los precios de equilibrio al cambiar
los pardmetros que definen la economia. Para ello analizamos propiedades
de la funcién de exceso de demanda de nuestra economia y propiedades del
conjunto de equilibrio. Por iltimo, en la seccién 4, damos interpretaciones
geométricas de los resultados principales.
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2. Ejemplos de economias infinitas

2.1. Horizonte infinito

Suponemos que el tiempo es discreto e infinito y lo denotaremos por
t=1,2,3,.... Suponemos que existe un nimero £ de bienes en cada periodo
de tiempo y que existen ¢ = 1,.. ., I agentes que viven por siempre. Debido a
que los recursos que la naturaleza nos brinda son finitos a través del tiempo,
un flujo de consumo es una secuencia infinita z; = {z;(t)};-, en el que
z;(t) € RS, es acotado, es decir, en la norma Euclideana |z;(t)| < K
para alguna constante positiva K, y para todo tiempo t. Alternativa, y
equivalentemente, el flujo de consumo del agente i puede verse como un
mapeo z; : N — Rﬁ+‘

2.1.1. Similaridad de flujos de consumo

Nos gustaria definir la nocién de similaridad entre dos flujos de consumo
x e y. Nos parece natural requerir que dos flujos de consumo son simi-
lares si son similares en cada periodo de tiempo. Equiparemos entonces el
espacio de consumo con la norma del supremo

|z =yl = sup [[=(¢) — y(t)]
teN
de tal forma que z e y son similares si ||z —y/|| = sup,ey |z(t)—y(t)|| < € para
algin e > 0 suficientemente pequenio. Una propiedad matemadtica relevante
de esta norma es que el cono positivo del espacio de consumo tendrd un
interior que no es vacio y ello nos permitird utilizar herramientas de analisis
y de topologia diferencial, como por ejemplo el teorema del valor regular o
el de la funcién implicita. Secuencias infinitas con esta norma se denotan

foo (RS.,).
2.1.2. Preferencias

Las preferencias individuales serdn representadas por funciones de
utilidad del tipo de descuento. Para ello suponemos que hay una funcién de
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utilidad de corto plazo v; : Rﬂ 4+ — R que es suave, suavemente creciente,
suavemente estrictamente céncava y tal que la clausura en R¢ de cada con-
junto de indiferencia estd contenida en el cono estrictamente positivo del
cuadrante de Rﬂ ey

Sin perder generalidad, suponemos que la imagen de v; es el intervalo
(—00, a). La utilidad obtenida en el largo plazo de consumir z; = {z;(t)};~,
estd dada por

wi(z;) = Z §'v;(zi(t))
t=1

en donde 0 € (0,1). Una condicién suficiente (cf. Balasko, 1997a) para que
la utilidad de largo plazo sea convergente es que la secuencia {z;(t)} sea
uniformemente acotada lejos de 0, es decir, que exista &;* € Rﬂ . tal que
;" < x;(t) para cada t. En este caso tenemos las desigualdades

vi(7") <wvi(z(t) < a
que implica que v;(z(t)) es acotada y esto implica a su vez la absoluta
convergencia de la funcién de utilidad de largo plazo.
2.1.3. Espacio de consumo

Definiremos ahora el espacio de consumo que sea X1, el cono posi-
tivo de

Xoo = {x €l (]Ri+) : z(t) estd acotado por debajo para todo t}
y recordamos al lector que X 1T tiene un interior que no es vacfo.

2.1.4. Precios

Estrictamente hablando, un precio es una funcién lineal P : X, —
(0,00) que le da un valor finito a cada flujo de consumo, es decir, es un ele-
mento del cono positivo del espacio dual de X,. Desafortunadamente este
espacio dual, denotado (£~ )*, es técnicamente dificil de manejar debido a
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su gran tamano. Este tema ha sido tratado ampliamente por Prescott y Lu-
cas (1982). Sin embargo, Bewley (1972) ha demostrado que, con utilidades
separables como las nuestras, si el espacio de consumo es £ (]R€F ) entonces
los precios de equilibrio estardn en ¢4 (]R?F +), que es un subconjunto mucho
més pequeno de ({s)* y que estd definido por

0.)
ORL ) =P =(P,P,...): BeR ) P < o0
=1

equipado con la norma

o0
1Pl ={ >l
=1

El teorema de Bewley amerita una observacién importante. De ahora
en adelante podemos pensar que el espacio de precios es El(Rﬂ +) ya que al
hacer esto s6lo estamos descartando precios que no tienen posibilidad algu-
na de ser precio de equilibrio y, por ende, no estamos perdiendo informacién
alguna. Es decir, cualquier precio que sea un elemento del complemento de
£1(RY,) en £oo (R, ) no podrd ser un precio de equilibrio.

2.2. Economias con tiempo continuo o incertidumbre

En la seccién 2.1 mencionamos cémo se definen las secuencias de con-
sumo y los precios de economias con un horizonte infinito. Ahora men-
cionaremos, cémo se realiza el andlogo para economias con tiempo conti-
nuo o con incertidumbre. Para simplificar notacién e ideas suponemos que
el pardmetro (tiempo o incertidumbre) toma valores en M = [0, M ].

En dichas economias también suponemos que hay un ntimero finito de
agentes i = 1,...,I. El consumo del agente i estd dado por una funcién de
la forma

T, M — Rﬂ_ 4
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2.2.1. Similaridad de flujos de consumo

Para definir la nocién de similaridad entre dos flujos de consumo lo
natural es utilizar alguna norma L, de tal manera que si x e y son dos
flujos, y ||z(t)]|, ||y(t)|| son Lebesgue integrables, entonces para p > 1,

M P
||ac—y||p=</0 Hrc(t)—y(t)\”dt> ,

08l p=o00 z(t t)]| son Lebesgue integrables v acotados entonces
p Y lz@ls ly@)l g g y

12 = ylloo = ess supl|z(t) — y(t)].

De esto modo, una vez escogida la norma, diremos que x e y son similares
si ||z — y|| < € para algin € > 0 suficientemente pequeno.

Una propiedad relevante de los espacios L,, 1 < p < oo, es que el tinico
de ellos que tiene un cono positivo con interior no vacio es L. Lo natural,
para espacios L,, serfa entonces definir el espacio de consumo como un
subconjunto de Leo (RS ).

Otra nocién de similaridad ampliamente utilizada es la de las funciones
continuas C'(M, R?), junto con la nocién de similaridad dada por

—y|| = max ||z (t) — y(t)]].
lz =yl = méxla(t) — y(¥)]

Cabe mencionar que las funciones continuas satisfacen dos propiedades
importantes:

» Las funciones continuas sobre M (que es compacto) son densas en
todos los espacios L;,, 1 < p < oo con respecto a la norma del espacio
en cuestion (cf. Aliprantis y Border, p. 466). Es decir, cualquier flujo
de consumo en L, puede ser aproximado arbitrariamente cerca por
un consumo continuo.

= El cono positivo del espacio de funciones continuas, con la norma del
maximo, tiene un interior no vacio.
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Con estas dos consideraciones en mente, a partir de este momento nos
restringiremos tnicamente a flujos continuos, y definiremos el espacio de
bienes como

X = {z € C(M,R"}
v el espacio de consumo como el cono positivo de X, es decir,
X = {z e C(M,R,,)}.

De cierta manera, los resultados que detallamos a continuacién podrian
verse como resultados aprorimados.

2.2.2. Preferencias

Las preferencias individuales estdn representadas por una utilidad de la
forma

Nétese que en este caso no es necesario imponer restricciones adicionales
en el espacio de consumo ya que estamos integrando sobre M, que es un
espacio compacto.

2.2.3. Precios

Para definir el espacio de precios lo natural también serfa definirlo como
el cono positivo del espacio dual del espacio de consumo. Los mismos co-
mentarios que para un horizonte infinito aplican; es decir, el dual de C(M)
es un espacio sumamente grande y dificil de manejar. Los resultados de Crés
et al (2009) y de Chichilnisky y Zhou (1998) demuestran que, con utilidades
separables como las nuestras, si un precio es de equilibrio entonces debe de
estar en C'(M), que es un subconjunto mucho mas pequeno y manejable
que (C(M))".

Por dltimo, escogeremos una normalizaciéon y definimos el espacio de
precios que sea

S = {P € C(M,RL,): |P|| = 1} .
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2.3. Propiedades de las funciones de demanda individuales

Definimos las funciones de demanda individual f; : S x (0,00) —
X1 del agente ¢ como

fi(P,w) = arg |méxu;(z)s.t. P-x < w] :
reX

Esta definicién tiene dificultades en dimensiones infinitas. Si el espa-
cio de bienes fuese un espacio de Banach cualquiera, Araujo (1988) ha
demostrado que la funcién de demanda existird si y sélo si el espacio de
bienes es reflexivo. Ademds, ain y cuando la funcién de demanda individ-
ual existiese, es continuamente diferenciable si y sélo si el espacio de bienes
es un espacio de Hilbert.

Sin embargo, Chichilnisky y Zhou (1998) demuestran que, con el espacio
de precios restringido, las funciones de demanda individual f;(P,w), i =
1,...,1, si existen y ademds satisfacen las siguientes propiedades (la tercera
de ellas la discutimos con més detalle a continuacion):

= Ley de Walras;
= Para cada i, f; es un difeomorfismo de S x (0,00) a X+
= Para cada 7, f; es un mapeo de Fredholm de indice cero.

La tercera de estas propiedades es crucial ya que algunos resultados
de topologia diferencial que nos serdn relevantes pueden ser extendidos a
infinitas dimensiones a través de mapeos de Fredholm (Smale, 1965). La idea
es que los mapeos de tipo Fredholm son “casi invertibles”: son invertibles
modulo perturbaciones compactas. La teoria de Fredholm ha sido utilizada
previamente en la teorfa econémica por ejemplo en Kehoe, Levine, Mas-
Collel y Zame (1989), Balasko (1997a, 1997b), Chichilnisky y Zhou (1998)
y en Accinelli (2003).

La siguiente seccién muestra un pequeno resumen de las propiedades
mds importantes de la teoria de Fredholm, aunque el lector puede saltérsela
si recuerda que ser Fredholm es una propiedad matematica que las funciones
deben de satisfacer para poder extender resultados de cédlculo y de topologia
a dimensiones infinitas.
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2.4. Teoria de Fredholm

Un operador de Fredholm es un operador lineal continuo L : F; —
E» entre espacios de Banach tal que

s dim ker L < oo
» dim coker L = dim FEs/rango L < oo

Un mapa de Fredholm es un mapa C!, f : M — V entre variedades
diferenciales de Banach tal que la derivada en cada punto es un operador
de Fredholm. El indice de un operador de Fredholm se define por

L = dim kerL — dim cokerL

y el indice de un mapa de Fredholm f : M — V es el indice de su
derivada. Smale (1965) demuestra que el indice es el mismo en todo el
dominio de f si M es conexo.

3. El conjunto de equilibrio

En esta seccion clasificaremos el conjunto de equilibrio de una economia
de intercambio. Comenzaremos definiendo la funcién de exceso de demanda.

3.1. Propiedades de la funcién de exceso de demanda

Debido a que estamos fijando las preferencias de los individuos, defini-
mos una economia de intercambio puro con [ agentes parametrizada
por las dotaciones individuales

w=(wg,...w5) EXTT x...x Xt =Q.
Es decir, una economia es un punto w € §2. Por otro lado, la funcién de
exceso de demanda 7, : S — X de la economia w €  estd dada por

I

I
Zw:Zfi(PaP'wi)_Zwi

=1 =1
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y escribimos la evaluacién Z(w, P) = Z,(P).
El conjunto de equilibrio I' C 2 x S estd definido por

I ={(w,P)eQx58:Zw,P) =0}

y la proyeccién natural es 7 : Q x S|p — Q dada por 7(w, P) = w. Es
decir, 7 es la proyeccién natural restringida al conjunto de equilibrio.

Decimos que una economia es regular (respectivamente critica) si y
s6lo si w es un valor regular (respectivamente un valor critico) de la proyec-
cibn r: I' — Q.

3.2. Propiedades del conjunto de equilibrio

En (Covarrubias, 2009) demostramos los dos siguientes resultados.

Teorema 1 El conjunto de equilibrio I' C Q2 x S es una variedad suave de
Banach y la proyeccion natural w : I' — Q es suave. Aun mds I' es conexo
y simplemente conexo.

Teorema 2 Las economias son genéricamente regulares. En otras palabras,
el conjunto de economias criticas es una union contable de conjuntos en
ningun lugar densos.

4. Interpretacion de los Teoremas 1 y 2

Los Teoremas 1 y 2 son los que nos permiten analizar los efectos que
ejerce en los precios de equilibrio una variacién en los pardmetros que de-
finen una economia. En el grifico estamos dibujando el conjunto de equili-
brio I' como subconjunto de §2 x S. Aunque es dificil representar conjuntos
de dimensiones infinitas en un plano, el esquema al menos nos permite fijar
ideas.

El Teorema 1 nos indica resultados en diversas direcciones. Lo primero es
que I' es una variedad diferencial; es decir, en cada punto sobre el conjunto
de equilibrio, un par (w, P) puede ser descrito por coordenadas locales.
Ademas, de ser necesario, cada par (w, P) puede ser linealizado localmente.
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Figura 1: La variedad de equilibrio I'. Aqui, wg es una economia critica,
mientras que wi,ws son economias regulares.

Se demuestra también que I es conexo y simplemente conexo. Para com-
prender esto, supongamos que (w, P) es el equilibrio actual y que (u', P’) es
un equilibrio al que se desea llegar en un futuro. Entonces, un camino conti-
nuo sobre I es la representacion matemética de una politica econémica. El
hecho de que I' sea conexo quiere decir que existe siempre una politica
econémica. El que sea simplemente conexo quiere decir que cualesquiera
dos politicas pueden siempre ser deformadas continuamente una en la otra.

En la gréfica se distinguen economias wq,wi,ws. En este ejemplo, wy
y wg son economias regulares. Ello se puede ver ya que en cualquiera de
los precios de equilibrio asociados a ellas, la tangente a I" sobre el precio
de equilibrio no es vertical. Se aprecia ademds que ambas economias tienen
un nimero impar de precios de equilibrio. Cada uno de estos precios de
equilibrio son localmente funciones continuas de las dotaciones iniciales.

En este ejemplo, wp es una economia critica ya que en el precio de
equilibrio superior, la tangente a I' es vertical. Esta economifa tiene dos
precios de equilibrio, pero una pequeiia variacién de las dotaciones iniciales
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lleva a que el nimero de equilibrios sea nuevamente impar (hacia la izquierda
son tres y a la derecha son uno).

Se aprecia ademds que los saltos en precios estdn asociados a las economias
criticas. Por ejemplo, supongamos que estamos en el precio de equilibrio
més alto de wi. Si nos movemos continuamente de wi a we, justo cuando
pasamos por wy es cuando el precio de equilibrio tiene una caida repentina
hacia la rama inferior de T.

El Teorema 2 nos explica que las economias son genéricamente regulares.
De hecho, en nuestro dibujo, existe solamente una economfa critica de entre
todo el continuo de dotaciones iniciales. Es, en efecto, la unién contable de
conjuntos en ningin lugar densos.
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