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Resumen

A partir de demostrar la existencia de un equilibrio de Nash para un juego de
Dubey-Geanakoplos generalizado explicamos la formacién de precios en una economia
de intercambio puro con un continuo de agentes, & := (I, w(t), us),c;, donde el espacio
de mercancias es el espacio de sucesiones esencialmente acotadas, . Modificamos el
juego para presentar las condiciones en las que es posible encontrar un equilibrio de
Nash de tipo-simétrico del juego generalizado a partir de un equilibrio de Walras de la
economia continua, y viceversa.
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1. Introduccion

Shapley y Shubik [10] demostraron la existencia del equilibrio de Nash de un juego no-
cooperativo con finitos agentes y finitas mercancias, donde el dinero es considerado una
mercancia y los pagos son funciones de utilidad continuas, céncavas y mondtonas. Dubey
y Geanakoplos [5] retomaron esta idea y suponen que el dinero sélo sirve como medio de
intercambio, que existe un agente externo que hace que los precios no se anulen y que existe
un banco que presta cierta cantidad de dinero a los agentes. En los articulos mencionados, el
objetivo principal es explicar la formacién de precios de un equilibrio de Walras por medio
de un juego, sin embargo, aun no se tiene un resultado general. En el presente trabajo se
pretende contribuir en la consecusién de tal objetivo.

Nosotros extendemos el juego de Dubey y Geanakoplos [5], donde el espacio de mercancias
es el espacio de sucesiones esencialmente acotadas, [, y el agente externo distribuye una
cantidad finita de dinero de tal forma que el precio de cada mercancia no se anule. Para de-
mostrar la existencia del equilibrio de Nash de tipo-simétrico usamos la topologia producto
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asociada a [, y algunos resultados conocidos, como el teorema de Tychonoff, el teorema de
Berge y el teorema del punto fijo de Kakutani.

Por otro lado, Hervés-Beloso y Moreno-Garcia [8] definen un juego sin agente externo, donde
el dinero que el banco presta a cada tipo de jugador depende de un equilibrio de Walras de
la economia, y encuentran un equilibrio de Nash de tipo-simétrico. Nosotros generalizamos
este resultado definiendo el juego de tal forma que las cantidades que el banco presta son
independientes, encontrando un equilibrio de Nash de tipo-simétrico a partir de cualquier
equilibrio de Walras de la economia con sistema de precios en el espacio de sucesiones cuya
serie es absolutamente convergente, ;. Para considerar un agente externo, necesitamos mo-
dificar el juego de Dubey y Geanakoplos [5] y eliminar toda influencia sobre las mercancias.
Este resultado es nuevo atin si consideramos una cantidad finita de mercancias y una canti-
dad finita de jugadores.

Finalmente, analizamos una condicién suficiente para encontrar un equilibrio de Walras de
la economia a partir de cualquier equilibrio de Nash de tipo-simétrico de nuestro juego.

2. Preliminares

2.1. Las mercancias y el sistema de precios

Los bienes y servicios que pueden existir en una economia son finitos porque los recursos
naturales y la tecnologia que se usa para producirlos son limitados. Sin embargo, a veces
es conveniente diferenciar dos bienes que son tedricamente iguales, pero que el estado de la
naturaleza, el lugar o el instante del tiempo en el que estédn disponibles los hacen diferentes.
Una mercancia es un bien o servicio completamente especificado fisica, temporal y espacial-
mente. Esto nos permite relajar el supuesto de homogeneidad de las mercancias para cada
bien o servicio, es decir, que los bienes siempre tienen la misma calidad, que se producen en
un mismo instante del tiempo con la misma tecnologia y que se encuentran en un mismo
lugar. Bewley [3] propuso el espacio de funciones esencialmente acotadas, L, para repre-
sentar a todas las canastas de mercancias existentes en una economia. Nosotros usamos el
espacio de sucesiones esencialmente acotadas, ..

Consideremos (X, 7) un espacio localmente convexo, donde X es el espacio de mercancias
tal que X' es su dual topoldgico y sistema de precios p € X’. El valor de una canasta xy € X
con respecto al sistema de precios p es igual a la aplicacién del funcional p al elemento
Zo, que denotamos como (p, o). Dado el espacio de mercancias, I, un sistema de precios
es un elemento del dual topolégico, p € I/ . Nos interesa trabajar con sistemas de precios
que tengan una interpretacion econémica real, por eso consideramos aquellos que cumplan
p = (p;)jen € Iy C I, donde p; denota el precio de la mercancia j, Vj € N.

2.2. Las preferencias

Recordemos algunos conceptos que usamos para definir una economia de intercambio
puro con infinitos agentes y un juego con estrategias de tipo-simétrico. En un espacio de
mercancias X, relacién de preferencia racional, 77, es una relacién binaria, definida sobre

X, que es completa y transitiva. Si las canastas x,yo € X cumplen zy 2= yo, entonces
decimos que zg es débilmente preferido a y. Una relacién de preferencia racional nos define
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un preorden. Si 2 es una relacién de preferencia racional definida sobre el espacio X y

%o, Yo € X, decimos que x( es estrictamente preferido a yo si o 2 yo, pero yo Z o, lo cual
denotaremos por o > yo. Decimos que un agente es indiferente entre zo y yo si zo 22 Yo
y, ademds, yo = xg, lo cual denotamos por zg ~ 3. También se dice que zg es igualmente

~

preferido a yo. La relacién de preferencia, -, es mond6tona si, para cualesquiera dos canastas

Y~
Zo, Yo que satisfacen zq > yo, se tiene que xg 2 yo. Si X = I, entonces g > o equivale a
decir que x3 > 4}, Vj € N.Decimos que 7 es convexa si, para cada zo € X, el conjunto

Ul(zo) == {90 € X;90 = 2o}
es convexo.

Definicién 2.1. Sean X un espacio de mercancias dotado de una topologia y una relacion
binaria 7Z. Decimos que 7, es continua si, Vrg € X, los conjuntos

U(xo) == {yo € X590 T w0}

L(xo) == {yo € X;20 Z %0}
son cerrados y, ademds, los conjuntos

Ulzo) == {yo € X550 > o} ,

L(zo) == {yo € X520 > %0} ,
son abiertos.

Decimos que la relacién de preferencia 7 es representable si existe una funcién de utilidad
u: X — R tal que

To Yo = u(x0) > u(yo), To,y0 € X .

La funcién de utilidad es céncava si Vg, 4o € X y VA € [0, 1],
u(Azo + (1= Nyo) > du(wo) + (1 — MNulyo) -
La funcién es cuasicéncava si Vg, yo € X y VA € [0, 1],
u(Azo + (1 — A)yo) = min{u(zo), u(yo)} .

La cuasiconcavidad de las funciones de utilidad implica convexidad en las preferencias.

3. Una generalizacion del juego de Dubey y Geanako-
plos

3.1. Un juego con perfil de estrategias de tipo-simétrico

Dado un conjunto no vacio de agentes, I, tal que cada ¢ € I tiene un conjunto de
estrategias Sy, decimos que un perfil de estrategias es un elemento 3 := (8)ics € [,/ St
donde f; € S;, para cada t € I. Un perfil de estrategias puede pensarse como una funcién
B : I — E, donde E es un espacio de estrategias y S(t) := S, Vt € I. Dado un juego
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T := (S, m)er, donde S un conjunto de perfiles de estrategias y = un perfil de pagos, decimos
que el perfil de estrategias 8* es un equilibrio de Nash del juego I si, para todo agente t € I,

B*(t) € argmax{m(B, 5,); B € S¢}.

Supongamos que I := (J;cn fi = U;en (i — 1,4] es un conjunto continuo de agentes, donde
N := {1,2,--- ,n}. El perfil de estrategias 8 es de tipo-simétrico si 5(t) = S;, Vt € I,

Vie N.

3.2. Definicién del juego de Dubey y Geanakoplos

Para definir nuestro juego, supongamos que existe una cantidad numerable de puestos

comerciales (uno para cada mercancia j € N), en donde cada agente pone a la venta toda
su dotacién inicial, y que nadie puede intercambiar mercancias por su cuenta (como ocurre
con la economfia de intercambio puro).

Un banco estd dispuesto a prestarle una cantidad maxima M; € R de dinero fiat a los agentes

del subconjunto I; C I, sin intereses . La cantidad que pide prestado cada agente ¢t € I se
puede interpretar como una densidad de dinero fiat si suponemos que la accién de préstamo
se puede representar con una funcién integrable en el sentido de Lebesgue, con la medida
usual.

Dubey y Geanakoplos [5] sugieren un agente externo que ofrece una cantidad de dinero fiat
positiva en cada puesto, pero nuestro modelo tiene una cantidad numerable de mercancias y
el total de dinero que el agente pone podria ser infinito. Para evitar esto suponemos que el

agente externo ofrece una cantidad positiva ¢; en cada puesto j € N tal que C' := "
+00.
Dado un agente ¢t € I; del tipo ¢ € N, la cantidad de dinero que pone en el puesto

jeN Ci <

comercial j € N es ;; > 0. Supongamos que todos los perfiles de estrategia 5 := (5)ier
son de tipo-simétrico, de tal manera que el conjunto de estrategias de cada agente t € I; :=

(1 —1,7] es

Sp=8(M;) = {Bi €1{;> By < M},

JEN

para cada tipo i € N. Como las estrategias de cada jugador ¢ € I siempre son elementos de

S;, entonces el espacio de estrategias es I;. El perfil de estrategias 3 : I — I} es una funcién

medible con respecto a la medida de Lebesgue. Recordemos que Vi € N §(t) = f3;, Vt € I,.
Entonces

/t B0 = u(L)8 = B

para cada tipo de agente ¢ € N. Como el banco distribuye uniformemente una cantidad
maxima de dinero, M;, entre todos los agentes del intervalo I;, para cada tipo i € N,

entonces Y.y Bi(t) = > oy Bij < My y

S [ B0dutt) =35 < My e I vie N.
I;

jeN Vi€ jeN

Las estrategias y los pagos de todos los agentes del intervalo I seran representados de acuerdo
a los tipos de agentes, a menos que se requiera enfatizar el cambio de estrategia de un sélo
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jugador ¢ € I. De esta manera, consideraremos un nimero finito de estrategias y de pagos en
el juego. Supongamos que todos los agentes en I; del tipo ¢ € N tienen una dotacién inicial
w(t) :=w; € IL, donde w;(t) > 0 representa la cantidad de la mercancia j € N que el agente
tenia inicialmente. Sean

b= +
b.f/m 1)dpu(t) Z/ﬁ Ydp(t) Z[i el

el total de dinero que los agentes ofrecen en los puestos comerciales y

w::/ Z/w )dp(t) ZwelJr
ter

la cantidad total de mercancia que esta disponible. Para poder definir nuestro mecanismo
de formacién de precios, debemos suponer que @ es un punto interior de I1, es decir, que
existe € > 0 tal que ) jen Wj > €. Entonces el sistema de precios se forma tal que, para cada
jEeN, ~
_bite Y8y +Ca
pi(B) =" =

w; Sor wg
Para que tenga sentido relacionar un equilibrio de Walras con un equilibrio de Nash, supon-
gamos que el agente externo recibe como pago el excedente de mercancia de cada puesto
comercial j € N. Definimos una funcién de asignacion, z : I x (S(M))" — 1%, tal que

) . Dii

para cada agente ¢ € I; del tipo i € N. Ademés, cada tipo de agente i € N obtiene p;(8)w;;
unidades de dinero como ganancia por la venta de su dotacién inicial, dejdndolos con un

déficit neto de
=2 B = D_pi(B)wy

JEN jEN

y un pago de

mi(B) = wi(zi(B)) — max{0, di(B)} = ui(z:(B)) — d (B)- (1)
Supongamos que w; > 0y que u; es continua, mondtona y céncava, para cada agente ¢ € N.
Denotamos al juego como I'(M;);en con estrategias 8; € S(M;) y pagos m;(3) € RT, para
cada tipo de agente i € N.
Proposicién 3.1. El sistema de precios que resulta de jugar el perfil de estrategias 3, p(B),
es un elemento de I} .
Demostracién. Sea T := Y | M;. Como las dotaciones iniciales son puntos interiores, en-
tonces existe € > 0 tal que w] > ¢ para cada j € N, ¢ € N. Luego, existe a > 0 tal que
Sien Wl > a, ¥j € N. Entonces

I S

jeN jEN 1€N w}

V > bi(t)dp(t) + C

JjeN

> [ ne “*Z%

JEN JEN

T+C

\ /\

<
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Por la ecuacién 2 sabemos que la sucesion (pj(ﬂ))]. o €s creciente y acotada, entonces p(f8) €
ly. |

3.3. Existencia del equilibrio de Nash de tipo-simétrico

Supongamos que § es un perfil de estrategias de tipo-simétrico. Sea ¢, : [['_, S(M,) —
S(M;) la correspondencia de mejores respuestas de un agente ¢t € I, de tipo ¢ € N, a _¢,
definida como

@u(B) = argmax{m(8;, B-1); B, € S(M;)}.

Como f es de tipo-simétrico, entonces ¢i(8) = ¢;(8), V¥t € (i — 1,4], para cada i € N.
Como hay un continuo de agentes, un cambio de estrategia de un jugador ¢ € I no afecta los
precios, es decir, p(3) = p(B, B—:) para cada §; € S(M;).

Sea [0,7] C R con la topologia usual, donde T' := 37", M;. Entonces [];cy[0,7] C
11 jeNR y consideramos la topologia producto correspondiente.

Proposicién 3.2. El conjunto de estrategias S(M;) es cerrado en ly bajo la topologia pro-
ducto, Vi € N.

Demostracién. Supongamos que existe un punto adherente b que no pertenece a S(M;), para
algin i € N. Entonces Im = m(b) € N tal que Z;n:l b; > M; + €, para algin € > 0. Sea

- € €

b — —— b —) R
H(J 2m’1+2m]XH
j=1 jEN

un entorno de b, entonces V' N S(M;) = 0. Lo anterior contradice que b sea punto de adhe-
rencia. Por lo tanto, S(M;) es cerrado, Vi € N. O

V=

Notar que el conjunto de estrategias de cada tipo de jugador i € N, S(M;), estd contenido
en el producto de intervalos cerrados y acotados definido por M;, [1;Z,[0, M;] = [0, MM,
Recordemos los siguientes resultados.

Teorema 3.3 (Tychonoff [11]). El producto arbitrario de espacios compactos es compacto.
Teorema 3.4. [9] Los subconjuntos cerrados de conjuntos compactos, son compactos.

Los teoremas 3.3, 3.4 nos garantizan que el conjunto S(M;) es compacto con la topologia
producto, Vi € N, y, por lo tanto, la correspondencia F; : [[7_, S(M;) — S(M;), definida
como F;(B) := S(M;), toma valores compactos.

Teorema 3.5 (Berge [2], 1963). Sean X, Y dos espacios topoldgicos, f : X x Y — R una
Sfuncion continua y F : X — Y una correspondencia continua que toma valores compactos.
Entonces la funcion g : X — R, definida como g(x) := max{f(z,y);y € F(x)}, es continua
y la correspondencia @ : X - Y,

B(a) = {y € F(2): f(x.9) = g(2)},

es semicontinua superior y toma valores compactos.
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Aplicando el teorema 3.5 tenemos que @; es semicontinua superior y toma valores com-
pactos. Entonces la correspondencia ¢ : [T, S(M;) — [, S(M;), definida como ¢(8) :=
[Lcy @i(3) también es semicontinua superior y toma valores compactos.

Proposicién 3.6. ¢,(8) es convero ¥Vt € I;, Vi € N.
Demostracidn. Sean b, € S(M;), A € (0,1), t € I; . La funcién z(-, f_¢) : S(M;) — I es

lineal. Més especificamente, @ (b, 8) = p,l’(fe) y, como u, : IT — R es céncava Vt € I, entonces
I\~

wg(Ab 4+ (1 — A)') > Ay (b) + (1 — Nug(b').
Ademads

TN+ (1= ), B1) = Aua(b) + (1= Nug(¥) — mix {o, ST + (1= W) — (p(B), wt>}

> Amy(b) + (1 — N)m (V). .

Luego m(+, B—;) : S(M;) — R céncava y, en particular, es cuasicéncava.
Para probar que ¢:(f3) es convexo para todo ¢ € I, sean b.b' € ¢(8) y A € [0,1]. Como
S(M;) es convexo, entonces Ab + (1 — A)V es factible para toda A € [0, 1] y, por definicién

(b, B—e) = max{m (B, B-1); B € S(M;)} = m (¥, B—y)
y por cuasiconcavidad
(A + (1 =NV, B-y) > min{m (b, B_,), m(V', B4)}
= max{m (B, B-.); B € S(M;)}.
Es claro que A\b+ (1 — AV € ¢(58) v, por lo tanto, ¢:(8) es convexo para todo ¢ € I. O
Recordemos ahora el teorema de Kakutani.

Teorema 3.7 (Kakutani [7]). Sea X un conjunto compacto y convezo. Si G : X — X es
unca correspondencia semicontinua superior tal que G(x) es compacto y convexo Vx € X,
entonces G tiene un punto fijo.

Por la proposicién 3.6 sabemos que () es convexo, entonces, aplicando el teorema 3.7,

tenemos que 38 € (S(M))" tal que 8 € ¢(8) es un equilibrio de Nash de tipo-simétrico del
juego I'(M;)sen-

4. De Walras a Nash, y viceversa

4.1. Una economia continua de intercambio puro

Supongamos que I := | J;cy Ii = (0,7] es un conjunto continuo de agentes, donde todos
los individuos en [; := (¢ — 1,4] tienen la misma funcién de utilidad y la misma dotacién
inicial, para cada 7 € N. Lo anterior nos define una economia continua de intercambio puro,
asociada a la economia & := (I%, w;, u;),c ;v con agentes finitos, que denotaremos como

E = (l;7w(t),u,g)t€]7 (3)

donde w : I — IF, es una funcién medible y denotaremos por p a la medida de Lebesgue.
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Definicién 4.1. Un punto (z*,p*) € (IL)" x I, es un equilibrio de Walras de la economia
E. si

)
/felrc*(t)du(t) < / w(t)dy(t),

(1)
2*(t) € argmax{u(x(t)); z(t) € Bi(p")},

donde By(p*) := {x(t) € IL; (p*, x())(p*, w(t))} es la restriccion presupuestaria para cada
agente t € 1.

Proposicién 4.2 (Garcfa-Cutrin y Hervés-Beloso [6], 1993). (2/,p') es un equilibrio Walra-
siano de & si, y sdlo si (z*,p*) es un equilibrio Walrasiano de &, donde p* =p' y 2*(t) = 2},
para cada t € (i —1,1], Vi € N.

Recordemos que la topologia de Mackey es la topologia localmente convexa més fina que
hace que los funcionales lineales del dual sean continuos.

Proposicién 4.3 (Araujo [1], 1985). Si las dotaciones iniciales son puntos interiores de I,
y las preferencias de los agentes son convexas, mondtonas y Mackey-continuas, entonces la
economia con finitos agentes, &, tiene un equilibrio de Walras (2,p'), conp’ € l; C ..

4.2. De Walras a Nash, sin agente externo

Sea £ := (11, =, w;) ey Una economia con finitos agentes. La economia continua asociada
es & = (I,1L, =, w) ¢, donde el intervalo I = (0,n] y la medida de Lebesgue 1 representan
el conjunto de consumidores. Supongamos que w; > 0 y que u; es continua, monétona y

céncava, para cada agente i € N.

Observacion 4.4. Por las proposiciones 4.2 y 4.3, siempre podemos encontrar un equilibrio
de Walras de la economia &, con precios p* € [;.

Hervés-Beloso y Moreno-Garcia [8] definieron un juego exactamente como el de la sub-
seccién 3.2, pero sin agente externo. Si el precio de una mercancia es cero, entonces todos los
jugadores no obtendran nada de esa mercancia. Los resultados que hemos mostrado hasta
ahora se siguen cumpliendo al tratarse de un caso particular. La proposicién 3.1 se sigue
cumpliendo sin agente externo, es decir, p(8) € I
Cada perfil de estrategias 5 resulta en una asignacion factible de la economia &. porque

/*EI A= pi(B) /tel E)auC) (ff,ez bj(t)du(t)> <> ul

iEN
El cambio de estrategia de un sélo individuo no afecta los precios, es decir, p(b, f—+) = p(B)
Vb, € S(M;), para cualquier perfil de estrategias /3.

El siguiente teorema es un resultado de Hervés-Beloso y Moreno-Garcfa [8], quienes defi-
nen las cantidades que el banco presta a los jugadores a partir de un equilibrio de Walras de
la economia con un continuo de agentes, con sistema de precios en el espacio de sucesiones
absolutamente convergentes, [;.
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Teorema 4.5 (Hervés-Beloso y Moreno-Garcia [8], 2019). Sean (z*,p*) un equilibrio de
Walras de una economia con un continuo de agentes, ., y T'(M;)ien un juego sin agente
externo tal que M; = (p*,x}), Vi € N. Entonces el perfil de estrategias B*, definida como
Bij = pjz;, Vi € NVi € N, es un equilibrio de Nash de tipo simétrico de T'(M;)ien -

4.3. El problema del agente externo

Sea (z*, p*) un equilibrio de Walras de la economia &,.. Por la observacién 4.4 tenemos que
p* € lf. Siguiendo la idea de Hervés-Beloso y Moreno-Garcfa [8], definimos el juego T'(M; )iy
con agente externo tal que M; = (p*,w;), Vi € N. El juego se define exactamente igual que en
la subseccién 3.2. Recordar que el agente externo pone una cantidad estrictamente positiva
de dinero fiat, ¢;, en cada puesto comercial j € N, de tal manera que C =) jen G < +00.
Por la proposicién 3.1 sabemos que p(8) € If. Cada perfil de estrategias 8 resulta en una
asignacion factible de la economia &, porque

ftel _ ZzeN w. wj
/t,ef (ﬁ) ]’J([’)) B /telb (t)dp(?) (ffel (t)du(t) +C]> = Z v

ieN
El candidato para ser equilibrio de T'(M;);en es el perfil de estrategias *, definida como
B;(t) = p;x}(t), para cada j € N. Vemos que
Jer e Odu(t) + ¢ 1y fiep 5 (Odp(t) + ¢
Jierwi®)dp(t) Jier wi()dp(t)
Como (z*,p*) es un equilibrio de la economia &., entonces z*(¢) maximiza las preferencias

en el conjunto By(p*) = {z € IL; (p*,2) < (p*,w(t))}, para cada t € I. Luego (p*,z*(t)) =
(p*,w(t)), para cada t € I, entonces

p;i(B7) =

pi(B") =p" + €,
para cada j € N. De la misma forma

A = S (LB s,

pi(6) p; + €

donde €; = —4—,
7 Yien w]’

Buscamos que el perfil 8* sea un equilibrio de Nash de tipo-simétrico. Scaﬂ = (b, 5*), para
alglin ¢ € I;, para algin 4 € N. Sabemos que existe y(t) € B;(p*) tal que b} = pjy;(t) Vj € N
y, ademas,

W), mB) = 3 ( L ) (0] + eus(t) = S0 < M, = (5, wy).

"
P €
jEN Pt jEN

Para poder concluir, necesitamos garantizar que xt(ﬁA ) € Bi(p*), pero esto no necesariamente
es cierto. Por lo tanto, no podemos garantizar que el perfil de estrategias §* sea equilibrio
de Nash de tipo simétrico del juego I'(M;)ien-

Proposicién 4.6. Sea T'(M;);en €l juego con agente externo. Entonces los puestos comer-
ciales no se vacian (en el sentido de Walras).
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Demostracion. Sea [ cualquier perfil de estrategias de tipo-simétrico del juego. Recordemos
que

. J IS ! IS !

IZ(B): [jz _ /31 ZLE]{V 7 </81216sz VZENVJEN,

pj(ﬁ) ZieN BL + Cj ZieN rBi

PEACIEDY (W) =2 wl VjeN.
i€eN Mi

i€EN i€EN ieN

entonces

O

Si los puestos comerciales no se vacian, entonces existe al menos un agente que puede
mejorar su pago porque Dubey y Geanakoplos [5] demostraron que exise al menos un i € N
tal que d;(8*) < 0. Por eso podemos asegurar que el perfil de asignaciones de equilibrio del
juego no es un 6ptimo de Pareto y, por lo tanto, no es un equilibrio de Walras de la economia.

Recordemos que nos interesa explicar la formacién de precios de una economia de inter-
cambio puro por medio del juego de Dubey y Geanakoplos, pero si el equilibrio de Nash de
tipo-simétrico del juego no nos conduce a un equilibrio de Walras de una economia de iguales
caracteristicas, entonces el agente externo no ayuda a entender el proceso de formacién de
precios.

En otras palabras, si suponemos que podemos encor*ltrar un equilibrio de Nash de tipo
simétrico, 8%, tal que p;(8*) = p; +¢; y x5(8*) = (p*lji 6) xy;, Vj € Ny Vt € I, entonces

Tt
el par (z(8*), p(f*)) puede ser equilibrio de Walras de Juna economia distinta, con dotaciones
¥

iniciales, wyj, tales que ng = ) wy;, V4 € Ny Vt € I. Si repetimos el proceso para la

)
Pt
nueva economia &/, encontraremos un equilibrio de una nueva economia, con dotaciones ini-
ciales aiin més reducidas. Si el proceso lo repetimos infinitamente, llegaremos a una economia
donde las dotaciones iniciales son nulas. Este caso puede suceder y lo explicamos mejor con
el siguiente ejemplo de una economia con dos agentes y dos mercancias.

Ejemplo 4.7. Supongamos que hay dos agentes en una economia € con dos mercancias, que
tienen las mismas dotaciones iniciales w = (2,2) y las mismas preferencias representadas
por la funcion de utilidad u(z,y) = z%y.

Suponiendo que el precio del primer bien es p1 = 1, el problema de mazimizacion para
ambos agentes es max{x?y;x + poy = 2 + 2po}. Usando multiplicadores de Lagrange, sea
L(z,y,\) = 2%y — Az + p2y — 2 — 2pa), entonces

Ly,=2ry—A=0 (4)
L, =12 —pA=0 (5)
Ly=—-T—py+2+2p=0 (6)
Por (4) y (5) tenemos que 2zy = ;—:, entonces y = 3. Sustituyendo y en (6) tenemos
4 2 1
T+%—-2—-2p, =0, entonces = ~(p2+ 1) yy = % Por la ley de Walras
2

3
TH+r= %(P2 + 1) =4, por lo que py = % Luego z =2 y y = 2, es decir, hemos encontrado
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un dnico equilibrio de la economia. Para el juego de Dubey y Geanakoplos, supongamos que

el ajente externo ofrece ¢ = (1,1), entonces € := (1, 1) Ahora sean

P11+ € P2+ € 53
p1+e "\ p2+e 5°3)°
(53
= (33):

Veamos si & maximiza las preferencias en el conjunto

B(p) = {(l", y) € R% 1z + pay < prin +ﬁ21172} = {(l,y) €R?* 5z +3y < 12}~

De manera andloga, sea L£(z,y, A) = 2%y — A(5x + 3y — 12), entonces

L, =2zy—5XA=0 (7)
L,=2"-3\=0 (8)
Ly=—5x—3y+12=0 (9)

La tnica canasta que resuelve el problema de maximizacién es & = (%, %) Sea b; cualquier

estrategia del agente ¢t € ;. Sea 2z’ la canasta que obtiene el agente al jugar con dicha
estrategia, entonces

p-a’=bj+02< M =p-x,=p-a.
Como # maximiza las utilidades en B(p), entonces m (b, 8) = us(z") < w () = m(B). Por lo
tanto, 8 es equilibrio de Nash de tipo-simétrico del juego.

Si el proceso de Walras a Nash y de Nash a Walras lo repitiéramos una infinidad de veces,
anulariamos las dotaciones iniciales de los agentes y no podriamos recuperar la economia
original. Este problema también ocurre si la cantidad que el agente externo pone en los
puestos comerciales va incrementando cada vez que se repite el juego. Una posible solucién
puede ser incrementar la cantidad que el banco esta dispuesto a prestarle a los agentes, pero
hacer tender el dinero a infinito carece de sentido econémico. Es por esto que lo ideal es
definir un nuevo juego, al estilo de Dubey y Geanakoplos, que haga que el agente externo no
afecte a la formacién de precios que se tendria naturalmente en una economia de intercambio
puro.

4.4. Redefiniendo el juego con agente externo

Supongamos que, ademas de la cantidad que se llevan los agentes de la mercancia j € N,
repartimos la cantidad sobrante de acuerdo a la participacién de los agentes en el puesto
comercial 7, es decir,

B ;6 Bl

"0 W) - ) B ) PR 6

sipi(B) — ¢ #0y xl(8) =0sip;(B) —¢; =0, donde ¢ = ==

Sienwl’

z1(8)
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Los puestos comerciales se vacian con esta pequena modificacién del juego de Dubey y
Geanakoplos [5], pero no tomamos en cuenta los precios p;(/3), es decir, ignoramos al ajente
externo. El nuevo juego es interesante porque si hubiera un agente externo lo suficientemente
rico como para reducir drésticamente las asignaciones de los agentes en el juego original,
nosotros podriamos anular su influencia repartiendo lo que sobra entre los agentes.

Proposicién 4.8. Sea (z*,p*) un equilibrio de Walras de la economia &, y I" el nuevo
Juego con agente externo tal que M; = (p*,x}), Vi € N. Entonces el perfil de estrategias *,
definida como Bj; = p*z};, Vj € N, Vi € N, es un equilibrio de Nash de tipo-simétrico.
Demostracidn. Sea (z*,p*) un equilibrio de Walras de la economia &, y ,Bj(t) =pjay Vtel,
Vj € N. Entonces p;(8*) = pj+¢; ¥ z(6*) = xf; Ve € I, ¥j € N. Como Bl = p}‘x{(ﬂ) Vtel,
entonces )

(p*It(ﬁ» = Zﬁg < A/[L = <p*~,wt>7

jEN

donde 8 = (b, £*,), para cualquier b; € S(M;). Sabemos que z; maximiza la utilidad en el
conjunto Bi(p*) Vt € I, entonces

7 (B) = wi(z:(B)) < wi(ay) = m(B7).
Por lo tanto, 5* es equilibrio de Nash de tipo-simétrico del juego I". |

Notar que si ¢; = 0, Vj € N, entonces el juego I" es el juego sin agente externo que
definimos en la subseccion 4.2.

4.5. Hervés-Beloso y Moreno-Garcia, una extensiéon

Hervés-Beloso y Moreno-Garcfa [8] definieron el juego sin agente externo a partir del
equilibrio de Walras, es decir, dos equilibrios competitivos distintos pueden definir juegos
distintos. Nosotros buscamos definir primero un juego y despies encontrar un equilibrio de
Nash de tipo-simétrico a partir de un equilibrio de Walras de la economia con continuos
agentes. El primer paso es definir un subjuego tal que podamos garantizar la existencia del
equilibrio.

Sea (z*,p*) un equilibrio de Walras de &. y I' el juego modificado con agente externo
que definimos en la seccién 4.4. Para cada agente i € N, siempre existe un escalar k; > 0 tal
que M; = {(k;p*, w;), entonces definimos

k= rlrgvn{kl € Ry; (kip*,wi) = My} .

Definimos el subjuego I'(M;);en, tal que M; = (kp*, w;) para cada i € N.

Proposicién 4.9. Sea (z*,p*) un equilibrio de Walras de E. y I el juego modificado con
agente externo. El perfil de estrategias B*, definido como Bj; = kpjz}; Vi € N Vj € N, es
equilibrio de Nash de tipo-simétrico del subjuego, T'(M})icn, que acabamos de definir.

Demostracion. Veamos que p;(8*) = kpj+¢; y #(6*) = ;. Como (kpay(B8)) = 3 e By <
M; = (kp*,w;) ¥t € I, entonces méx{0,d,(3)} =0Vt € I, donde 3 = (b, %), para cualquier
b, € S(M;). Luego

(kp*, 2(B)) < M = (kp*,wr).
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Por definicién z; € By(kp*) = By(p*) y, como x; maximiza la utilidad en B;(p*), entonces

m(B) = wi(2:(B)) < wlwe(87)) = m(BY).
Por lo tanto * es equilibrio de Nash de tipo-simétrico del subjuego I'(M});en- O

Corolario 4.10. Sea (z*,p*) un equilibrio de Walras de €. y T el juego original sin agente
externo. El perfil de estrategias 3%, definido como Bj; = rpjz}; Vi € N Vj € N, es equilibrio
de Nash de tipo-simétrico del subjuego I'"(M])icn, donde r € (0,k] y M{ = (rp*,w;) para
cada i € N.

El siguiente teorema garantiza que el perfil de estrategias, 8*, del corolario 4.10 es equi-
librio de Nash de tipo-simétrico del juego I".

Teorema 4.11. Sea (z*, p*) un equilibrio de Walras de €. yI" el juego modificado con agente
externo. El perfil de estrategias 8%, definido como B3j; = kpjxj; Vi € N Vj € N, es equilibrio
de Nash de tipo-simétrico de I".

Demostracion. Por contradiccién, supongamos que * no es equilibrio de Nash de tipo-
simétrico, entonces existe un tipo de agente i € N, un agente ¢t € I; y una estrategia
by € S(M;) tal que mi(ze(by, B%,)) > me(ze(5*)). Sea B tal que By = by y S = B%,.

Sid,(8) = D jen Buj—{kp*,wy) < 0, entonces m(3) = u,(2,(3)). Por lo anterior u,(z,(3)) >
mi(;) = ug(xy), entonces 2,(B) ¢ Bi(kp*), pero esto no es posible porque d(p) <0.

Si dy(8) > 0, entonces 3oy By > (kp* wy) = (kp*, 2f) = 3,y By Sea r > k tal que
D jen Btj = (rp*,wi) y B = (b, B%,), donde by, = rp*ay;, Vi € N. Es claro que di(8') = 0
y xé(ﬁ’ ) = 7 maximiza las preferencias en el conjunto presupuestario By(rp*). Notar que
x4(B) € By(rp*), pero esto no puede ser porque m(x:(5)) > m(@(5)).

Por lo tanto, 8* es equilibrio de Nash de tipo-simétrico del juego I". |

4.6. De Nash a Walras

El teorema 4.11 nos garantiza que siempre existe un equilibrio de Nash de tipo-simétrico,
B*, del juego modificado con agente externo, I", tal que el déficit de cada agente sea cero.
En general, dado cualquier equilibrio de Nash de tipo-simétrico, 3, también pueden ocurrir
las siguientes dos situaciones:

L. Existe un tipo ¢ € N tal que di(8') = > B — (p(B),we) < 0, Vt € I;. Esto slo
puede ocurrir si M; = Z]EN By < (p(8'),wy), Vt € I;, es decir, el banco perjudica a
todos los agentes ¢t € I; al estar dispuesto a prestarles una cantidad menor al valor de
sus dotaciones iniciales.

2. Existe un tipo i € N tal que d,(8') = >,y By — ((8'),ws) > 0, Vt € ;. Esto sélo
puede ocurrir si M; > ZJEN Bi; > (p(B'),wi), Vt € I, es decir, el banco beneficia a
todos los agentes t € I; al estar dispuesto a prestarles una cantidad mayor al valor de
sus dotaciones iniciales.

Si suponemos que el dinero se conserva, entonces los casos anteriores son equivalentes, es
decir, existe 1 € N tal que d;(3') < 0, Vt € I, si y s6lo si existe m € N tal que d;(8’) > 0,
Vt € I,,. Si el déficit no es cero para algin agente ¢ € I, entonces el par (z(3"), p(8’)) no es
equilibrio de Walras de la economia &..



48

PERSPECTIVAS. Revista de Andlisis de Economia, Comercio y Negocios Internacionales | Volumen 13/ No. 2/ Julio - Dicientbre 2019

Proposicién 4.12. Sea * un equilibrio de Nash de tipo-simétrico del juego T” tal que
di(B*) = 0, Vt € I, y sea & la economia de intercambio puro. El par (z(5*),p(8*)) es
equilibrio de Walras de la economia E..

Demostracidn. Por contradiccion, supongamos que (z(5*), p(8*)) no es equilibrio de Walras.
Entonces existe un tipo de agente ¢ € N, un agente t € [; y una canasta x; € B(p(5*)) tal
que w(xy) > u(z(*)). Supongamos que z; maximiza las preferencias del agente ¢ € I; en
el conjunto presupuestario By(p(8*)), entonces (p(5*), ;) = (p(5*),w). Sea 5 = (by, 5*,),
para alguna b, € S(M;) tal que by; = p;(5*)zy;, Vj € N.

Como dy(8*) = dy(B) = 0, entonces wt(ﬁ) > m(8*), pero esto no es posible porque S
maximiza los pagos en S(M;). Por lo tanto, (z(5*), p(58*)) es equilibrio de Walras de £.. O

Conclusién

Al considerar el espacio de sucesiones esencialmente acotadas, [, como espacio de mer-

cancias y suponiendo la existencia de un banco que presta cantidades no necesariamente
iguales a los agentes, hemos demostrado la existencia de un equilibrio de Nash de tipo-
simétrico del juego con agente externo planteado por Dubey y Geanakoplos [5].
Hemos extendido el juego planteado por Hervés-Beloso y Moreno-Garcfa [8] suponiendo que
no existe agente externo, a partir de un equilibrio de Walras de la economia continua y
encontraron un equilibrio de Nash de tipo-simétrico. Nosotros buscamos verificar el mismo
resultado en nuestro juego original, pero el resultado no se puede garantizar siquiera para
un nimero finito de mercancias. El agente externo perturba los precios y las asignaciones de
tal manera que los puestos comerciales no se vacian en el sentido de Walras y, por lo tanto,
no es posible asociarlo con un equilibrio de Walras de la economia con continuo de agentes.
Hicimos una modificacién del juego de Dubey y Geanakoplos [5], donde la influencia del
agente externo se elimina. Garantizamos el resultado de Hervés-Beloso y Moreno-Garcia [8]
para el nuevo juego y extendimos el trabajo de tal forma que, a partir de un equilibrio de
Walras de la economia con un continuo de agentes, pudimos encontrar un equilibrio de Nash
de tipo-simétrico del juego, sin importar las cantidades méaximas que el banco puede prestar.
Finalmente, buscamos encontrar un equilibrio de Walras de la economia continua a partir del
equilibrio de Nash del juego modificado con agente externo, pero para que esto sea posible es
necesario garantizar que el déficit de todos los agentes es cero en el equilibrio. Si el déficit no
necesariamente es cero en el equilibrio, entonces el banco debe garantizarlo de tal forma que
el valor de las dotaciones iniciales coincidan con las cantidades que el banco esta dispuesto
a prestar. El problema del déficit queda abierto para futuros trabajos.
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