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Resumen

La teorfa de juegos en la economia estudia las estrategias y opciones de los participantes dentro de
un juego, por lo que en esta obra se postula un método basado en la geometria para hallar equilibrios de
Nash en cualquier tipo de juego que involucre dos jugadores y dos opciones o respuestas, sin importar
la simetria que tenga. A diferencia de otros métodos, este describe los equilibrios de Nash y prueba
que en este tipo de juegos siempre existird al menos un equilibrio. Adicionalmente, analizando los juegos
simétricos por este método, se demuestra que existe al menos un equilibrio de Nash simétrico y determina
el conjunto de ellos.
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Introducciéon y Marco Tedrico

En la teoria de juegos, un equilibrio se refiere a un conjunto de planes de acciéon para cada jugador tal que
ninguno de ellos quiera cambiar su jugada dadas las estrategias de los otros participantes. Cada jugador puede
mezclar sus estrategias por medio de la asignacién de pesos probabilisticos de manera que la suma de todos
sea igual a 1. Para las estrategias mixtas, un equilibrio de Nash es aquel en donde la mezcla probabilistica
de un cierto jugador es la mejor respuesta a la mezcla probabilistica de los otros. Otra manera de definir
este tipo de equilibrio es mediante los valores de juego de todos los jugadores; para cada involucrado, su va-
lor de juego se define como la utilidad esperada que este tiene dadas las estrategias de todos los participantes.

En este articulo, se analizard el caso en particular de un juego con dos jugadores los cuales tienen
Unicamente dos opciones, y se utilizard la notaciéon del articulo A Program for Finding Nash Equilibria
(Dickhaut & Kaplan, 1993) para definir todos los conceptos previamente mencionados. De manera gréfica
este juego se puede representar de la siguiente manera:
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Figura 1: Juego de dos jugadores con dos opciones.

En esta figura las x representan las utilidades del jugador A y las y las del jugador B dadas las elecciones
de ambos jugadores.




Ademas, se definen los pesos probabilisticos de la siguiente manera para el jugador A:

MA = {(p17p2)|p1 +p2 = laplap2 > O}

mientras que para el jugador B:

Mp = {(q1,%)lq1 + 42 = 1,q1,92 > 0}

en donde, en ambos casos, el sub-indice representa el niimero de respuesta.

Utilizando el concepto anterior, se definen los valores de juego de los jugadores A y B, para este caso en
particular, de la siguiente manera:

Va((p1,p2), (g1, ¢2)) = prqazi1 + p1gaziz + p2qiTa1 + P2gaTon

Ve((p1,p2), (¢1,42)) = P1@1y11 + P1aayi2 + D2q1y21 + D2q2Yy22

Estas funciones se utilizan para definir un equilibrio de Nash. El conjunto de probabilidades ((p7, p3), (¢}, ¢3))
es un equilibrio de Nash si y solo si se cumplen ambas condiciones:

Va((p1,p3), (41, 43)) = Val(p1,p2), (45, 43))V(p1,p2)eM 4

Ve((p1,p3),(41,63)) = VB((Pp1,P3), (q1,42))V(q1, g2)eMp

Existen diversos métodos que se pueden utilizar para determinar equilibrios de Nash. El primero fue pro-
puesto por Nash (1951), quien utilizo el teorema de punto fijo de Brouwer para funciones vectoriales, en su
articulo Non-Cooperative Games, para determinar dichos equilibrios. Por otra parte, Lemke & Howson (1964)
utilizaron el algebra lineal para demostrar que siempre existe un equilibrio de Nash para juegos bimatriciales
(dos jugadores y que la suma no sea igual a cero). Ademds, en tiempos mads recientes, se han desarrollado
nuevos algoritmos para determinar los equilibrios como el método semi-suave de Newton (Facchinei et al.,
2007), la programacién coevolucionaria-hibrida (Son & Baldick, 2004), o el método estocéstico (Vorobeychik
& Wellman, 2008).

No se ha encontrado, en la literatura disponible, referencias que traten la demostracion de existencia de
equilibrios de Nash con un enfoque similar al que se presenta en este articulo. Si bien el enfoque aqui se
basa en el andlisis de las pendientes de rectas que son similares a las curvas de mejor respuesta en algunas
referencias (por ejemplo, en el libro Un Primer Curso de Teoria de Juegos (Gibbons, 1992)), la mayoria de
las veces se hace uso de herramientas de optimizacién mientras que, en el presente trabajo, el enfoque es
totalmente geométrico. En el caso de referencias en las que se prescinde de la optimizacién, no se encontrd
el tratamiento de todos los casos posibles para estrategias mixtas como se presenta en esta obra.

Método Geométrico en el Caso General

Para determinar el primer componente de los equilibrios de Nash, es necesario considerar el valor del juego
del jugador A para cada estrategia probabilistica del jugador B. Esto se realiza con el propésito de encontrar
aquellas probabilidades del jugador A que hagan cumplir la primer parte de la definicién de equilibrio
de Nash, es decir, que maximicen su ganancia. Acorde a lo anterior, se tiene que Va((p1,p2), (47,45)) =
P14 211 + P1G3212 + P2Gi T21 + P2g3 222 = p1giz1 + p1(1 —¢7) w12 + (1 — p1)gizar + (1 —p1)(1 — ¢} w22 dado
que p2 = 1—p1 y g5 = 1—¢j. Como consecuencia de que la expresién anterior tiene inicamente dos variables,
esta se puede expandir y reescribir como la ecuaciéon de una recta:

Y = (qf (11 — x12 — T21 + T22) + T12 — 22) X + ¢] (T21 — T22) + T22



en donde Y y X representan V4((p1,p2), (¢},43)) v p1 respectivamente. Para analizar esta expresién con
mayor facilidad, se remplazan los términos x17 — 12 — T21 + Too por A1z, y T12 — o2 por Asz. La ecuacién
simplificada se expresa de la siguiente manera:

Y = (7 Arw + Do) X + ¢y (21 — T22) + @22 (1)

A partir de esta ecuacion, se analiza el término Ajx en tres casos distintos: cuando es mayor, menor, o
igual a cero. Ademds, para los primeros dos casos se estudia el cociente —Asx/Ajx (el cual surge al consi-
derar el signo de la pendiente de la ecuacién 1) de tres maneras distintas: que este sea menor a cero, mayor
a uno, o que se encuentre en el intervalo cerrado [0,1]. Por otro lado, en los tres sub-casos del caso Ajxz =0
se analiza cuando Asx es menor, mayor, o igual a cero. A continuacién se desglosaran los casos y sub-casos
previamente senalados.

Caso 1: A1z >0

a) —Agx/Ajx < 0: En este primer sub-caso, al multiplicar ambos lados de la desigualdad por —A;jx se
obtiene que Az > 0; esto conlleva a que la pendiente de recta expresada en la ecuacion 1, ¢ Ajx+ Asz,
serd positiva lo cual implica que Y méximo en este caso va a surgir cuando X = p; = 1 V¢ie[0,1].

b) —Asx/Ajx > 1: Para este sub-caso, si en la desigualdad se multiplica por Aj;z en ambos lados
se obtiene —Asxz > Az, lo cual se puede reescribir como Ajz + Asz < 0. Como este término es mayor
o igual a ¢fAix + Agz, la pendiente serd menor a cero, lo cual sefiala que Y resultarda méaximo en
X = p1 =0 Vgiel0, 1].

¢) 0 < —Asx/Ajz < 1: Este sub-caso resulta mds laborioso de analizar dado que se tiene que con-
siderar el valor de ¢f con respecto al cociente —Aqgx/Ajx; ademds, es necesario tener en mente que,
como consecuencia del intervalo en el que se esta trabajando, Asxz < 0. Habiendo mencionado lo anterior,
se tienen que considerar tres sub-sub-casos adicionales:

I) ¢f < —Agx/Ajx: Esta desigualdad se puede reescribir de la forma ¢fAjx < —Asz lo cual
significa que la pendiente de la recta expresada en la ecuacién ecuacion 1 resultard negativa por lo
que, de manera similar al sub-caso b), Y resultard maximo en X = p; = 0 Vgie[0, —Asz/A;x)

IT) i > —Asz/Ajx: Al reescribir la desigualdad como ¢fAj;x > —Asx se puede notar que la
pendiente de la recta expresada por la ecuaciéon 1 resultara positiva por lo que Y resultard méximo
en X =p; =1, como en el sub-caso a), Vgje(—Azx/Az, 1]

IT) ¢f = —Asz/Ajx: Aqui, la pendiente, ¢ A1z + Asz, es igual a 0, lo cual implica que Y serd
un méximo VX = py€[0, 1] y tendrd el valor de ((z22 —12) (221 —222) /(11 — 12 — 21 +T22)) + X 22.

Caso 2: Aix <0

d) —Asz/Ajz < 0: En este sub-caso, al multiplicar la desigualdad por —A;z en ambos lados, se obtiene
que Aqz < 05 esto conlleva a que la pendiente de la recta expresada en la ecuacion 1, ¢f A1z + Aqx, sea
negativa, lo cual lleva a que se alcance un Y maximo en X = p; = 0 Vqgie[0, 1].

e) —Asx/Ajx > 1: Como ¢ estd en el intervalo [0,1], se cumple que —Asx/Ajx > ¢f, y esto im-
plica que la pendiente ¢f Az 4+ Asx es positiva, por lo cual Y alcanzard un méximo en X = p; =1
Vqiel0, 1].

f) 0 < —Agz/Ajx < 1: Al igual que en ¢), en este sub-caso se tiene que considerar el valor de ¢}
con respecto al cociente —Agx/Ajx; sin embargo, aqui se tendré: Asx > 0 . Se analizardn los siguientes
tres sub-sub-casos:



IV) ¢ < —Asx/A;z: Esta desigualdad se puede reescribir como ¢fAjz > —Agz lo cual indica que
la pendiente de la recta expresada en la ecuacion 1 es positiva. Por esta razén, de manera similar
al sub-caso e), Y resultard maximo en X = p; = 1 Vgie[0, — Az /A x)

V) ¢ > —Agyx/Ajx: Reescribiendo esta desigualdad como ¢fAjx < —Asz se puede deducir
que la pendiente de la recta expresada en la ecuacién 1 es negativa. Por esta razén, de manera
similar al sub-caso a), Y serd un maximo en X = p; = 0 Vgfe(—Asx/Aqz, 1].

VI) qf = —Asx/Aqx: Este resultado es andlogo al sub-sub-caso II1.

Caso 8: Az =0

g) Asz < 0: En este sub-caso, la pendiente ¢f A1z + Asx es negativa y por lo tanto Y alcanza un
méximo en X = p; = 0 Vgie[0,1].

h) Asxz > 0: La pendiente de la recta expresada en la ecuacién 1 resulta positiva por lo que el maximo
valor de Y se encontrard en X = p; = 1 Vgie0, 1].

i) Agxz = 0: Este caso resulta en ¢fAjz + Agx=0 por lo que Y serd un méximo VX = p;€[0, 1],
Vqi€l0, 1]. Adicionalmente, al igualar Asx a cero y despejar este resultado en Ajz, se puede deducir que
este caso sucede cuando x12 = Tog ¥ T11 = T21.-

Por otro lado, para encontrar el segundo componente de los equilibrios de Nash, se tiene que tomar
en cuenta el valor del juego del jugador B para cada estrategia probabilistica del jugador A, lo cual hace
cumplir la segunda parte de la definicién de equilibrio de Nash. De acuerdo con lo anterior, se tiene que
Ve((P1,p3), (41, 42)) = Piqryi1 + Pigeyrz + P3q1y21 + p3qey2e = Piqiyin +pi(1 —q)yiz + (1 —pi)qrya1 + (1 -
p3)(1 —q1)y22 dado que p5 =1 —pf y g2 = 1 —¢1. Al igual que en la ecuacién del valor del juego del jugador
A, esta ecuacién se puede reescribir como la ecuacién de una recta:

Y' = (p7(y11 — Y12 — Y21 + y22) + Y21 — y22) X' + pT (Y12 — Y22) + Y22

donde Y y X’ representan Vg ((p,p3), (¢1,92)) v q1 en ese orden. Para facilitar el andlisis de esta ecuacién,
se remplazan los términos y11 — y12 — Y21 + Y22 Por A1y, v yo1 — Y22 por Asy, por lo que la ecuacién se
expresa de la siguiente manera:

Y' = (pi Ay + Doy) X' + pi(y12 — y22) + Y22 (2)

De manera similar a la ecuacién 1, se estudia el término Ay en tres casos generales distintos: cuando
es mayor, menor, o igual a cero. Ademds, para los primeros dos casos se analiza el cociente —Asy/Ay (el
cual se deriva a partir de la comparacién entre la pendiente y los valores 0 y 1) de tres maneras distintas:
que este sea menor a cero, Mayor a uno, o que se encuentre en el intervalo cerrado [0,1]. Por otra parte, en
los tres sub-casos del caso en donde A1y = 0, se analiza lo que ocurre cuando Asy es menor, mayor, o igual
a cero. A continuacién se desglosaran los casos y sub-casos previamente mencionados y se describiran los
resultados obtenidos al utilizar argumentos similares a los usados en el andlisis de la ecuacién 1 (se reiniciard
la numeracion utilizada con antelacién por lo que todas la referencias realizadas a partir de este punto seran
en base a los casos de la ecuacién 2).

Caso 1: Ay >0
a) —Aqy/Ajy < 0: Y’ serd méximo para el valor X' = ¢; = 1 Vp7e[0, 1].
b) —Agy/Ajy > 1: Y/ alcanzard un maximo en X' = ¢; = 0 Vpie[0, 1].

¢) 0 < —Asy/Ajy < 1: En este sub-caso, se tiene que considerar el valor de pj con respecto al co-
ciente —Asy/A;y; cabe notar que como consecuencia del intervalo en el que se trabaja, Asy < 0.
Habiendo senalado lo anterior, se consideraron tres sub-sub-casos adicionales:



I) pi < —Asy/Ajy: Y/ es maximo en X' = ¢; = 0 Vpie[0, —Aqy/A1y)
IT) pf > —Azy/A1y: Y es maximo en X' = ¢; = 1 Vpje(—Aqzy/ Ay, 1]

III) p} = —Azy/A1y: Y’ es maximo VX' = q1€[0,1] y es igual a ((y22 — y21) (Y12 — y22)/ (Y11 — Y12 —
Y21 + y22)) + Yo2.

Caso 2: Ay <0
d) —Asy/A1y < 0: Y/ es méximo en X' = g = 0 Vp7el0, 1].
e) —Agy/Ajy > 1: Y/ es méximo en X' = ¢ = 1 Vpie[0,1].

f) 0 < —Asy/A1y < 1: Al igual que en c¢), en este sub-caso se tiene que considerar el valor de p}
con respecto al cociente —Agy/Ajy; sin embargo, en este sub-caso se tiene que: Ayy > 0. Se analizaron
los siguientes tres sub-sub-casos:

IV) py < —Asy/A1y: Y es méximo en X' = q; = 1 Vpie[0, —Asxy/A1y)
V) pi > —Agy/Aqy: Y es méximo en X' = ¢; = 0 Vpje(—Azy/Aqy, 1]

VI) pf = —Aoy/A1y: Y’ es maximo VX' = ¢1€[0, 1] y es igual a ((y22 — y21) (Y12 —¥22)/ (Y11 — Y12 —
Y21 + Y22)) + Yoo

Caso 3: Ay =0
g) Agy < 0: Y/ es mdximo en X’ = q; = 0 Vpiel0, 1].
h) Ay > 0: Y’ es méximo en X' = ¢q; = 1 Vpie[0,1].

i) Agy = 0: Y’/ es méximo VX' = ¢1€[0, 1], Vpie[0, 1]. En este sub-caso y21 = y22 y Y11 = Y12-

Ahora bien, para determinar los equilibrios de Nash se tiene que juntar la informacién de los pesos pro-
babilisticos que maximicen las ganancias o minimicen las perdidas de los dos jugadores. Por ejemplo, si para
los Az se tiene que Az > 0y 0 < —Agx/Ajx < 1y para los Ay se tiene que A1y > 0y —Aqxy/Ary > 1,
se obtienen tres casos en donde se pueden encontrar equilibrios de Nash para p; y un caso para qi, el cual
determina que ¢; = 0. Para determinar el componente p; del equilibrio, se tiene que estudiar su comporta-
miento en funcién de ¢q; del mismo modo, para encontrar el componente ¢, se analiza su comportamiento
en funcion de p;. En este ejemplo, ¢; resulta sencillo de analizar dado que solo tiene un caso mientras
que para determinar el comportamiento de p1, se tienen que considerar los casos dependientes del cociente
—Agz/Ajz. El andlisis de estas variables se puede ilustrar mejor en una grafica p; vs. g1 como se muestra
en la figura 2. Lo que se busca con esto es encontrar los puntos en donde ambos p; y ¢1 coincidan siendo
maximos, lo cual, de manera grafica, estos son representados por las intersecciones entre las dos gréficas. El
ultimo paso para determinar los equilibrios de Nash es utilizar los puntos encontrados en el paso anterior
para encontrar el segundo componente de cada peso probabilistico para de este modo establecer el equilibrio,
el cual se presentard de la forma ((p1,1-p1),(q1,1-¢1)); en el caso especifico de la figura 2, el equilibrio de
Nash es ((0,1),(0,1)).



ql

0.8

0.6

0.4

0.2

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Figura 2: Ejemplo de equilibrio de Nash.

Este método muestra que sin importar el juego, siempre se pueden maximizar los valores del juego de
los jugadores A y B al menos de una manera; por lo tanto, se demuestra que para cualquier juego de dos
jugadores con dos opciones, existe al menos un equilibrio de Nash. Ademas, se conoce el conjunto de valores
de p} y qi donde se alcanzan los equilibrios de Nash. A continuacién se presentara un ejemplo en donde se
encontraran los equilibrios de Nash utilizando este método.

Ejemplo

Para ilustrar mejor el método anterior se resolverd un ejemplo llamado “la Batalla de los Sexos” obtenido
del articulo A Program for Finding Nash Equilibria (Dickhaut & Kaplan, 1993). En este ejemplo hay dos
jugadores, Ed y Jan, quienes estan planeando ir ya sea al cine o a un partido de futbol. Ed prefiere la primera
opcién mientras que Jan la segunda; sin embargo, ambas personas quieren estar juntas. Expresado de manera
grafica, este juego se representa de la siguiente manera:

Jan
cine futbol
cine (2, 1) (0, 0)
futbol (0, 0) (1, 2)

Figura 3: Juego de “la Batalla de los Sexos”.

Teniendo esta informacion, se ingresan las utilidades correspondientes de cada jugador en las ecuaciones
1 y 2 para reescribirlas de manera:

Y =3¢ —1)X — ¢ +1
Y = (3pF — 2)X' — 2% +2

. . ‘. _ Aoz .
Al analizar la primera ecuacién, se encuentra que Ajx = 3y — Ay = 1/3 por lo que es necesario

considerar el sub-caso ¢) y sus tres sub-sub-casos para encontrar los maximos de Y:

I) ¢f < 1/3 =Y alcanza su miximo en X =p; =0
IT) ¢f > 1/3 = Y alcanza su maximoen X =p; =1
III) ¢f = 1/3 = Y alcanza su maximo VX = p1€[0, 1]



Del mismo modo, al estudiar la segunda ecuacién, se obtiene que A1y = 3 y —2?5 = 2/3; esto implica

que se tendrd que considerar el mismo sub-caso, ¢), pero respecto a la ecuacién 2 para maximizar Y':

I') pf <2/3 =Y’ alcanza su maximo en X' = ¢; =0
Il’) pf > 2/3 = Y alcanza su mdximo en X' = ¢ = 1
IIT) p; = 2/3 = Y’ alcanza su maximo VX' = q;¢€[0, 1]

Finalmente, para determinar los equilibrios de Nash, es necesario juntar los resultados del analisis de las
dos ecuaciones. El inciso I) indica que p; = 0 es méximo para ¢i < 1/3 mientras que del inciso I’) muestra
que g1 = 0 es maximo para p; < 2/3; al considerar pf = p1 = 0y ¢f = ¢1 = 0 y sustituirlos en estos
incisos, se puede observar que ambas condiciones se cumplen, por lo que existe un equilibrio de Nash en
((0,1),(0,1)). De manera similar, al estudiar la informacién restante, se encuentran dos equilibrios de Nash
adicionales en: ((1,0),(1,0)) v ((2/3,1/3),(1/3,2/3)). Esto se puede comprobar de manera gréfica al analizar
el comportamiento de p; en funcién de ¢; y vice-versa como se muestra en la figura 4.
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Figura 4: Equilibrios de Nash en el juego de “la Batalla de los Sexos”.

Método Geométrico en el Caso Simétrico

Un juego simétrico se refiere a aquel en donde si los jugadores cambian de lugar, es decir, si el jugador A se
vuelve el B y el jugador B se vuelve el A, se obtienen los mismos valores del juego que de manera original. Por
lo anterior, un juego simétrico debe cumplir con las condiciones: x11 = y11, 12 = Y21, T21 = Y12, T22 = Y22.
Para analizar este tipo de juego se hace uso de la misma metodologia propuesta en el caso general, no
obstante, su estudio resulta ser mas sencillo dado que, al considerar las condiciones mencionadas, se puede
deducir que A1z = A1y y Agx = Asy. Habiendo mencionado lo anterior, se hace uso de las ecuaciones 1 y
2 para estudiar este tipo de juego, por lo que se construyen tres casos para Ajz y Ajy: que sean mayores,
menores, o iguales a cero. Ademds, para los primeros dos casos se analizaran los cocientes —Asx/Ajx y
—Asy/A1y cuando estos sean: menores a cero, mayores a uno, o se encuentren en el intervalo cerrado [0,1].
Por otro lado, para el tercer caso se examinard cuando Asx y Asy sean: mayores, menores, o iguales a cero.
A continuacién se desglosaran estos casos.

Caso 1: Az = A1y >0

a) —Asx/A1x = —Asy/A1y < 0: De acuerdo con el andlisis de la ecuacién 1, Y resulta méxima en
este sub-caso cuando X = p; = 1 Vgie€[0, 1]. Del mismo modo, la ecuacién 2 muestra que, para este
mismo, Y’ resulta mdxima cuando X’ = q; = 1 Vpie[0,1]. Juntando esta informacién se obtiene que el
equilibrio de Nash para este caso serd igual a ((1,0),(1,0)).



b) —Aqx/Ayx = —Asy/Ajy > 1: De acuerdo con la ecuacién 1, para este sub-caso Y alcanza el méxi-
mo en X = p; = 0 Vgfel0, 1], mientras que en la ecuacién 2, Y’ resulta maxima cuando X’ = ¢, =0
Vpiel0, 1], por lo que en este caso el equilibrio de Nash serd igual a ((0,1),(0,1)).

c) 0 < —Agz/A1x = —Asy/A1y < 1: En este sub-caso, se tienen que considerar los valores de ¢}

con respecto al cociente —Aqsx /A 2 y de p} con respecto al cociente —Asy/Ayy. Dado que para cada
cociente existen tres sub-sub-casos, estos se trataran por separado.

Para —Agx/Ajx se obtienen los siguientes resultados:

I) g7 < —Asx/Ajz = Y alcanza su méximo en X = p; = 0 Vgie[0, —Aqz/Aqx)
IT) ¢f > —Agx/Ajz = Y alcanza su méximo en X = p; = 1 Vgie(—Aqx/Aqz, 1]
II) ¢f = —Agz/A1z = Y alcanza su mdximo en todo el intervalo X = p;€[0, 1].
Para —Asy/A1y se obtienen los siguientes resultados:

D) pt < —Asy/A1y = Y’ alcanza su maximo en X' = ¢; = 0 Vpie[0, —Asy/A1y)
IT’) pt > —Asy/A1y = Y’ alcanza su maximo en X' = ¢; = 1 Vpje(—Aqy/A1y, 1]

IIT’) py = —Asy/A1y = Y’ alcanza su méximo en todo el intervalo X’ = ¢ €0, 1].

Al unir estos pedazos de informacién se pueden encontrar tres equilibrios de Nash: ((0,1),(0,1)), ((1,0),(1,0)),

—A A —A A —A —A
(( A121¢71+Afi)7( Aff’l_'_Afi)) (dado que 7A1§!y = 7A13vm)'

Caso 2: Aqx = A1y <0

d) —Asz/Ajx = —Asyy/A1y < 0: A partir del anélisis de la ecuacidén 1, en este sub-caso Y resulta méxi-
ma cuando X = p; = 0 Vgje[0, 1]. De la misma manera, la ecuacién 2 muestra que, en este sub-caso,
Y’ alcanza el maximo cuando X’ = ¢; = 0 Vpie[0, 1]. Con esta informacién se obtiene un equilibrio de
Nash en ((0,1),(0,1)).

e) —Agx/Ajxz = —Agy/Ajy > 1: La ecuacién 1 indica que para este sub-caso Y méxima se en-

contrard en X = p; = 1 Vgje[0,1]. De igual manera, al estudiar la ecuacién 2, Y’ resulta méxima
cuando X' = ¢; = 1 Vp7e[0, 1], por lo que se determina que el equilibrio de Nash para este sub-caso serd

((1,0),(1,0)).
f) 0 < —Agz/Ar1x = —Asy/A1y < 1: Aligual que en ¢), para analizar este sub-caso se tienen que consi-

derar los valores de g} con respecto al cociente —Aqgx /A 2y de pi con respecto al cociente —Asy/Aqy.
A continuacion se presentan los tres sub-sub-casos generados por los cocientes de los deltas:

Para —Agx/Ajz se obtienen los siguientes resultados:

IV) ¢t < —Agz/Aix =Y alcanza su méximo en X = p; = 1 Vgie[0, —Agx/A; 1)
V) ¢f > —Agx/Ajz = Y alcanza su méximo en X = p; = 0 Vgie(—Aqx /A2, 1]

VI) ¢t = —Asz/Ajx =Y alcanza su méximo en todo el intervalo X = p;€[0, 1].

Para —Asy/A 1y se obtienen los siguientes resultados:



IV’) pf < —Agy/A1y = Y’ alcanza su méximo en X' = ¢; = 1 Vpie[0, —Azy/Aq1y)
V') pf > —Agy/A1y = Y’ alcanza su méximo en X' = ¢g; = 0 Vpje(—Aqy/Ay, 1]

VT) pf = —Agy/A1y = Y’ alcanza su méximo en todo el intervalo X’ = ¢1€[0, 1].

Al juntar esta informacién se determina los tres equilibrios de Nash siguientes: ((1,0),(0,1)), ((0,1),(1,0)),
(FZ 1+ 320 (2 14 52).

Caso 3: Az =A1y=0

g) Asx = Ay < 0: Al estudiar la ecuacién 1, en este sub-caso Y resulta méxima cuando X = p; =0
Vg7 e[0, 1]. De igual manera, mediante la ecuacién 2 se puede determinar que en este sub-caso, Y’ alcanza
el méximo cuando X' = ¢; = 0 Vpje[0, 1]. Esta informacién indica que para este sub-caso se obtiene un
equilibrio de Nash en ((0,1),(0,1)).

h) Asz = Asy > 0: Para este sub-caso, la ecuacién 1 indica que Y méxima se encontrard en X = p; = 1
Vq;e[0, 1]. Similarmente, al estudiar la ecuacién 2, Y’ resulta méxima cuando X' = q; = 1 Vpie[0, 1], por
lo que al juntar la informacién se determina que el equilibrio de Nash para este sub-caso sera ((1,0),(1,0)).

i) Asz = Ay = 0: Mediante el estudio de las ecuaciones 1 y 2 en este sub-caso, se determina que
Y es un méximo en todo el intervalo X = p;€[0, 1] Vgie[0, 1] , mientras que Y’ lo serd en todo el in-
tervalo X' = q1€[0, 1] Vpie[0,1]. Esto implica que ((p1,1 — p1),(q1,1 — q1)) serd un equilibrio de Nash
Vp1, q1€]0,1]. Ademds, realizando el anélisis de igualdades se puede determinar que este caso surge
cuando se realiza un juego con el siguiente formato:

B
b1 bz
A at (w, w) (z, w)
ao (w, 2) (z, 2)

Figura 5: Juego simétrico en el que se da el caso ).

Asi pues, al considerar los equilibrios de Nash encontrados en este tipo de juego, se puede notar que en
todos los casos y sub-casos hay al menos un equilibrio simétrico, es decir que si el jugador A cambia a ser
el B, y el jugador B se vuelve el A, se obtiene el mismo equilibrio que si no se intercambian. Por lo tanto,
este método demuestra que para todo juego simétrico de dos jugadores y dos opciones existe al menos un
equilibrio de Nash simétrico.

Conclusion

En resumen, en este articulo se presenta un método basado en la geometria elemental para encontrar
equilibrios de Nash para juegos de dos jugadores con dos opciones. Generalizando este método, se demuestra
que para cualquier juego de este tipo existe al menos un equilibrio de Nash. Para ilustrar este método de
mejor manera, se realiza el ejemplo de “la Batalla de los Sexos” en donde se encuentran tres equilibrios de
Nash. Ademsds, se estudia el caso de cuando este juego es simétrico respecto al cambio de jugadores, y se
demuestra que existe por lo menos un equilibrio de Nash simétrico. Cabe mencionar que las figuras 2 y 4
fueron realizadas con un programa escrito en el lenguaje Wolfram Mathematica, el cual permite calcular
los equilibrios de Nash y que utiliza el método presentado en este trabajo. Finalmente, la simetria en el



equilibrio de Nash es uno de los casos a estudiar en el trabajo de tesis de licenciatura del primer autor,
titulado: “Optimizacién y Simetria, La Relacion entre Ellas” y que es realizado bajo la direcciéon de los
otros dos autores. El objetivo de esta tesis es estudiar los casos donde las situaciones 6ptimas son las més
simétricas y las condiciones para que esto se cumpla.
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