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Resumen

En este trabajo se estudia el problema de determinar el aporte monetario de cada
agente al pago del costo de un servicio que se ha generado de manera colectiva mediante
un proceso de colas y servidores. El objetivo principal que se persigue es justificar el
uso practico de ciertas reglas disponibles. Se utiliza el enfoque axiomaético de la teoria
de juegos cooperativos con el propdsito de caracterizar estas reglas.
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Abstract

In this paper we propose a solution for solving the problem regarding to the amount
that each agent must pay for a service produced in a collective way in a context invol-
ving queues and servers. The main goal is to justify the practical use of some rules for
assigning the payments. We use axiomatic cooperative game theory for characterizing
these rules.
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1. Introduccion

La gran mayoria de los procesos relacionados con el consumo de recursos
involucran la generaciéon de algin tipo de costo. Esto porque, en general, los
recursos no estan a total disposicién de los consumidores o porque se necesi-
ta un gran capital tanto econémico como humano para generarlos. Podemos
encontrar ejemplos de esta situacion en diversos contextos: en las companias
manufactureras, empresas telefonicas y universidades. Cuando un solo agente es
el responsable de este consumo, €l es el tnico que tiene que pagar los costos con-
secuentes. La problemaética inicia cuando se tiene un conjunto de agentes como
los responsables de dicho consumo. Con ello surgen las siguientes interrogan-
tes: jcémo se puede repartir este costo entre los agentes? ;qué factores deben
tomarse en cuenta en la reparticién del costo? Por ejemplo, en las empresas
manufactureras es necesario distribuir ciertos gastos generales entre los produc-
tos y las divisiones; si varias ciudades usan un mismo sistema de distribucion
de agua, entonces deben llegar a un acuerdo sobre cémo distribuir los costos
administrativos y de operacién. Un ejemplo mas surge cuando dos personas que
comparten departamento necesitan repartir los costos de la renta y servicios
bésicos. Con estas situaciones, podemos concluir que los factores a considerar
en la reparticién dependeran fuertemente de las condiciones en las que los costos
se generan.

Aun asi, es posible plantear soluciones generales para resolver estas situa-
ciones. Una solucién saloménica podria ser el hecho de que “todos paguen lo
mismo”. Como es de esperarse, esta situacién acarrearia serias discusiones en-
tre los agentes, ya que no necesariamente el consumo de los recursos se hace
de manera igualitaria. Por ello, surge la idea de utilizar teorias matemaéticas
para establecer los preceptos bajo los cuales debe hacerse la reparticion de los
costos. Una de esas disciplinas es la teoria de juegos. El inicio de esta teoria se
remonta al ano de 1944 con la publicacién del libro “Game Theory and Eco-
nomic Behavior” de von Neumann y Morgenstern. Utilizando las técnicas de la
teoria de juegos, los costos se reparten usando juegos cooperativos. Se introduce
el concepto de juegos de costo como un par (N,c) donde N es el conjunto de
agentes y ¢ : 2V — R es la funcién de costos con c¢(f)) = 0 (aqui 2%V denota el
conjunto potencia de N). Un grupo de agentes T C N se llama una coalicién y
¢(T) se denomina el costo en el que incurre esta coalicién; asi, los mecanismos
de reparto se obtienen tomando en cuenta conceptos de solucién en los juegos de
costos asociados, como por ejemplo el bien conocido valor de Shapley (Shapley,
1952). También se pueden plantear otras situaciones donde se consideran las
demandas de los agentes; asi, un problema queda determinado por una terna
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(N, m,c) donde m es el vector de demandas. Estas ideas han sido trabajadas
por Young (Young, 1985), Moulin (Moulin y Schenker, 1992), entre otros.

En el presente trabajo se estudiara el problema de repartir el costo de un
servidor entre un conjunto de usuarios con base al tiempo en el que estos utilizan
el servicio brindado por el servidor 2. Mediante las técnicas de la teorfa de colas,
y bajo supuestos adicionales, es posible determinar la fraccién del tiempo en
la que cada usuario necesita del servicio. La idea fundamental es utilizar esta
informacién como base para realizar la reparticién del costo. La teoria de colas
es el estudio matemédtico de las lineas de espera. Su objetivo principal es el
andlisis de varios procesos, tales como la llegada de los usuarios al final de la
cola, la espera en la cola, etc.

En la literatura existen ciertos trabajos que se relacionan con nuestro proble-
ma. Uno de ellos se debe a Maniquet (Maniquet, 2003), donde el autor reparte el
costo total de espera entre los usuarios, utilizando un concepto de transferencia.
En su trabajo, se propone resolver este problema utilizando el valor de Shapley
(Shapley, 1953) de un cierto juego denominado juego de colas, definiendo el va-
lor de una coalicién como la suma de los costos de espera de sus miembros como
si ellos fueran los primeros en arribar al sistema de colas y pudieran formarse
de manera “6ptima”, bajo algin contexto. El mecanismo resultante de estas
consideraciones es la llamada regla de tranferencia minima. Por otro lado, Chun
(Chun y Hokari, 2007) utiliza otra solucién bien conocida para juegos cooperati-
vos, el nucleolo (Owen, 1975) del juego de colas, obteniendo sorprendentemente,
la misma regla obtenida por Maniquet; la razén fundamental es que el valor de
Shapley y el nucleolo coinciden para los juegos de colas.

El estructura del trabajo es la siguiente. En la Seccién 2 se presentan los
conceptos basicos de la teoria de colas, haciendo especial énfasis en la forma en
la cual se determina la fraccién del tiempo en la que un sistema tiene un deter-
minado ntimero de usuarios. Ademads, se examinan los conceptos relacionados a
la teoria de juegos cooperativos destacando la técnica utilizada para caracterizar
soluciones para un conjunto de problemas. La Seccién 3 contiene los resultados
principales. Primeramente se caracteriza una regla utilizando un conjunto de
constantes que recogen las diferencias “deseadas” que deben tener los pagos en-
tre los usuarios del servicio. El segundo resultado establece una tnica forma de
resolver la situacién de abandono.

2Por servidor entiéndase cualquier agente que brinda un servicio: méquinas, personas o
una combinacién de éstos.
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2. Preliminares

Iniciamos esta seccién con el desarrollo de los conceptos relacionados con la
teoria de colas. Una cola es una linea de espera y la Teoria de Colas es una
coleccién de modelos matematicos que describen sistemas de lineas de espera
particulares. Las férmulas para cada modelo indican cudl debe ser el desempefio
del sistema correspondiente y senalan la cantidad promedio de tiempo de espera,
en una gama de circunstancias. Por lo tanto, estos modelos son muy utiles para
determinar cémo opera un sistema de colas de manera més efectiva, encontrando
un balance adecuado entre el costo de servicio y la cantidad de tiempo de espera.

El proceso bdsico supuesto por la mayor parte de los modelos de colas es
el siguiente. Los usuarios que requieren un servicio provienen de una fuente de
entrada; estos usuarios entran al sistema y se unen a una cola, donde esperan
para ser servidos. El usuario que sera servido se selecciona mediante alguna regla
conocida como disciplina de servicio; luego, se lleva a cabo el servicio requerido
por el usuario en un mecanismo de servicio y después, el cliente sale del sistema.

Los tiempos con que los agentes arriban al sistema y el que transcurre desde
el inicio del servicio hasta su terminacién en una instalacién se llaman tiempo de
arribo y tiempo de servicio, respectivamente. En este trabajo, que supone son
conocidos el tiempo promedio de arribo asi como el tiempo promedio de servicio,
por disciplina de servicio se tiene que el primero en entrar es el primero en ser
atendido, el sistema puede alojar un nuimero infinito de usuarios y el tamafio
de la poblacién es N = {1,2,--- ;n}. A menos que se establezca otra cosa, se
utilizard la siguiente terminologia: s el nimero de servidores, E el nimero de
usuarios en el sistema, P,, la probabilidad de que exactamente n usuarios estén
en el sistema, A,, el nimero esperado de arribos por unidad de tiempo de nuevos
usuarios cuando hay n usuarios en el sistema, p,, el nimero esperado de usuarios
que completan su servicio por unidad de tiempo cuando hay n usuarios en el
sistema. Cuando A, es constante para toda n, esta constante se denota por A.
En estas cirscuntancias, 1/A y 1/u son los tiempos esperados entre llegadas y
los tiempos esperados de servicio, respectivamente. Asi mismo, p = A/(su) es el
factor de utilizacién de los servidores, es decir, la fraccién de tiempo esperada
en que los servidores estan ocupados.

A continuacién presentaremos el procedimiento que se utiliza en la teoria de
juegos cooperativos para resolver un conjunto de problemas de manera unica.
Un juego cooperativo con utilidades transferibles es un par (N, v) donde N es
un conjunto finito no vacio y v : 2% — R es una funcién caracteristica, definida
sobre el conjunto potencia de N, satisfaciendo que v()) = 0. Un elemento i de N
es llamado un jugador, todo subconjunto no vacio propio S de N una coaliciéon
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y N la gran coalicién. El nimero real v(S) es denominado el valor de coalicién
S, v es interpretado como el pago total que la coalicién S, si se forma, puede
obtener para sus miembros. Sea GV el conjunto de todos los juegos cooperativos
con utilidad transferible con IV como el conjunto de jugadores.

El problema principal que se aborda en juegos cooperativos es la distribucion
de ganancias conjuntas o el reparto de costos comunes. La teoria méas conocida
que actualmente da una respuesta categdrica a estos problemas es la de valores
en juegos cooperativos. En ella se agrupan problemas, se definen soluciones
concebibles y se pide que una solucién satisfaga un conjunto de axiomas que
la determinen univocamente. Para empezar a precisar esta idea, se define a
continuacién el concepto de solucién. Una solucién es un operador ¢ : GV —
R"™, que asocia a cada juego v € GV un vector p(v) = (pi(v))ien € R,
donde @;(v) es lo que le corresponde al jugador ¢ en el juego v. El problema
de encontrar soluciones a juegos cooperativos puede enfocarse tomando a GV
como el conjunto de todos los juegos de n jugadores y definiendo un operador
0 : GN — R" que resuelva a todos los juegos; ahora sélamente bastard con
definir de buena manera al operador o, anadiéndole propiedades deseables (las
cuales se considerardn como axiomas) y demostrar que existe un unico operador
que posee dichas propiedades. El avance que se obtiene con esto es sustancial;
se aceptan o se eliminan soluciones para toda una clase de problemas con sélo
aceptar o no simples supuestos generales; como ejemplo de esta técnica tenemos
al valor de Shapley. En 1953, Lloyd S. Shapley (Shapley, 1953), establece una
solucion ¢ para juegos cooperativos que satisfaga los siguientes axiomas:

Axioma 1. (Aditividad). Para todo vy w € GV
pv+w) = p(v) +pw).
donde (v 4+ w)(S) = v(S) + w(9), para todo S C N.

Nétese que, como se definié v + w, lo que obtiene cada coalicién es exacta-
mente la suma de lo que obtiene en cada uno de los juegos originales y por lo
tanto los jugadores no pueden obtener ventaja adicional por jugar los dos juegos
en serie. Resulta natural pedir que lo que deba obtener cada jugador en el juego
suma, sea exactamente la suma de lo que obtengan en los juegos originales.

Otra caracteristica razonable que deberia tener una solucién es que no de-
penda de los atributos personales de los jugadores; en otras palabras, que sea
andénima. Consideremos el conjunto S,, = {6 : N — N | 6 es biyectiva}, el grupo
de permutaciones del conjunto de jugadores. Para cada 6 € S,, y cada v € GN
definimos el juego fv como:

0v(S) = v(0~1(9)), para todo S C N.
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Axioma 2. (Simetria). Para todo juego v € GV y toda permutacién 6 € S, se
cumple que
@i (0v) = @o(i) (V).
Asi, si los jugadores intercambian papeles en el juego y ademés cada coalicién
logra hacer exactamente lo mismo que la coalicién a la que suplanta, entonces

lo que debe obtener cada jugador en el nuevo juego es lo que obtenia el jugador
al cual suplanta.

Dado (N,v) y S C N, denotemos por:
p(V)(S) = @ilv);
€S
esto es, p(v)(S) es el monto que la coalicién S obtiene con la solucién .
Axioma 3. (Eficiencia). Para todo v € GV se tiene
S i) = o(N).
ieN
En otras palabras, el monto que se reparte entre todos los jugadores bajo ¢

es exactamente el monto v(N) que puede conseguir la gran coalicidn.
Por dltimo:

Definicién 4. Se dird que i € N es un jugador nulo en v si y sélo, si
v(SU{i}) = v(9),
para toda S C N.
Axioma 5. (Nulidad). Si ¢ es un jugador nulo en v, entonces
pi(v) =0.

El axioma de nulidad requiere que cada jugador nulo en v obtenga un pago
de cero, dado que no contribuye de ninguna manera a cualquier coalicién a la
que se une.

Teorema 6 (Shapley, 1953). Eziste un tinico valor ¢ sobre GN que satisface
los cuatro axiomas anteriores y que viene dado por la siguiente expresion:

piw)= 3 e Dy - us)], W

n!
SCN\{:}

para todo i € N y para todo v € GV
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Para la demostracién de este teorema ver (Shapley, 1953).

Supongamos que para cada uno de los usuarios conocemos en qué proporciéon
necesita del servicio y ademdas cuanto tiempo va a requerir para ser servido.
Utilizando la notacién de teoria de colas, estos datos se interpretan como tasa
de arribo promedio al sistema (\; € Ry) y tasa promedio de servicio (u; € Ry)
para cada usuario i, respectivamente.

Asi, dado el conjunto de usuarios N = {1,2,...,n} tenemos los vectores

A€ RY.
Definicién 7. Un problema de colas estd definido por una cuaterna
(N A ) € Q=2 x RIN S RIVE S R, (2)

donde Q es el conjunto de todos los problemas de colas con N usuarios, \ el
vector de tasas de arribo, i el vector de tasas de servicio y c el costo del servicio.

Al problema (N, A, u,c¢) lo identificaremos con N, entendiendo que estdn
dados los vectores A, u y el ntiimero c.

Ejemplo 8. Considere el staff de computo que debe mantener las computadoras
del CIMAT en condiciones de operacion. Suponga que las computadoras son
agrupadas en tres tipos. Los tiempos promedios que trabajan las mdquinas antes
de descomponerse son de 2,3 y 2 dias, respectivamente. Los tiempos promedios
que tarda el staff en reparar cada mdquina son de 3,4 y 3 dias, respectivamente.
Supongamos que el costo del servicio del staff es de 4,569 pesos al dia y se desea
distribuir entre los usuarios el costo de mantener el staff . Ast, el problema se
modela como:

N={1,2,3}, A=(2,3,2), pu=(3,4,3)y c¢=4,569.

Dado un problema de colas, estamos interesados en determinar una manera
de repartir el costo del servicio entre los usuarios. A esta manera de repartir le
llamaremos una regla o solucion al problema de colas.

Definicién 9. Una solucidn para un problema de colas (N, \, p,c) es una fun-
cion

©:Q— RN
que asocia a cada N € Q, un vector

p(N) := (pi(N)ien) € RV,

donde p;(N) representa lo que debe pagar el usuario i en el problema N .
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Ahora centramos nuestra atencién en el concepto de solucién, estableciendo
propiedades deseables que deben poseer las formas de repartir el costo. Una
caracteristica importante de una solucién es que debe repartir el costo entre
todos los usuarios del servicio; es decir, debe ser eficiente en el siguiente sentido:

Definicién 10. Dado un problema N, una solucién p(N) € RV es eficiente

sty solo, si
|N|

D wiN) =c (3)
=1

Otra propiedad deseable para una solucién es que sea justa en el siguiente
sentido:

Definicién 11. Dado un problema N, una solucién o(N) € RIN! es justa si y
solo, si para todo 1,5 € N (i # j) tales que p; > p; se tiene que

©i(N) > ¢;(N). (4)

De la teoria de colas sabemos que P,, es la probabilidad de que exactamente
n clientes estén en el sistema; sin embargo, este caso no se ajusta al modelo
en consideracion, ya que para determinar P,, se supone que para todo i € N se
tiene que \; = A, es decir, la tasa de arribo es constante. Por lo cual utilizaremos
otro método para determinar esas probabilidades. Supongamos que N = {1, 2},
A= (A1, A2), = (u1, p2). Sea z; una variable aleatoria tal que:

(5)

1, si el usuario 7 esta en el sistema,
€Ty = .
0, en caso contrario.

Luego, el estado del sistema E es un vector en el conjunto

{(0,0),(1,0),(0,1), (1,1)}.

Asi, estamos interesados en determinar P(E = (z1,22)) = P(x1, 22).

Utilizando el principio de que para cualquier estado del sistema a tasa media
de entrada debe ser igual a la tasa media de salida, construimos el siguiente
sistema:

(A1 +A2)P(0,0) = u1 P(1,0) + p2 P(0, 1),

(A1 + 12)P(0,1) = A P(0,0) + 1 P(1,1),

(1 + p2)P(1,1) = A\ P(0,1) + A2 P(1,0), (6)
(A2 + p1)P(1,0) = A\ P(0,0) + pu2 P(1,1),

P(0,0) + P(1,0) + P(0,1) + P(1,1) =1
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Resolviendo el sistema tenemos que

M1 p2
P(0,0) = )
(0,0) i + A1pte + piAa + Ap e
A1ft2
P 1,0 = )
(1,9) Hipe + Apie + e + Ao
11 A2
P 071 - )
(0.1) Mifte + Aipie + ide + At
P(1,1) AAz

Copapia + A2+ piAe + A
Obsérvese que se tienen las siguientes relaciones:

P(1,0) = 22 P(0,0),
M1

P(0,1) = 22 P(0,0),
H2
A1 A

P(1,1) = P(0,0),

( ) M1 2 ( )

para el caso de dos usuarios.

Existe una manera mas compacta de generar el sistema, asi como de resol-
verlo. Consideremos el diagrama dado en la Figura 1 que refleja los cambios que
se dan en un estado determinado. Asi, el sistema anterior lo podemos escribir
como:

(>\/1 +Xo + t1 + pia) Pz, x2) = M P(x1 — 1, 22) + po Pz, 22 + 1)
+ Pz +1,22) + Ao P21, 2 — 1), (7)
Z(zl,mg)é{o,l}Z P(xy,22) =1,

donde
, 0, siz; <1,
Hi = { ' . (8)
i, en caso contrario,
. 0, sixz;>1,
A = v = . (9)
Ai, en caso contrario,
y
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(z1,72 +1)
)\2 2
)\1 A1
/ﬁ\ /,-——-\
(.’.C]_ = 1.,'.{?2) (I]_, .'L'g) (.’.E]_ + 1, .L'g)
Y\\__/ Y\\__/
M1 H1
)\2 2
(.’.E]_, Ig — ].)

Figura 1: Diagrama de tasas para un estado del sistema de colas con dos usuarios.

Cada una de las primeras cuatro ecuaciones del sistema 6 se obtienen utili-
zando la ecuacién

(/\/1 + XQ + [[1 + ,L[Q)P(.Tl,xg) = )\1P(171 — 1,1‘2) + ,[LQP(Z,Ul,IQ + 1),
+ mP(x1 + 1,22) + Ao P(z1, 22 — 1),
aplicada a cada uno de los estados del sistema dados en la Figura 2 y conside-
rando las condiciones dadas en (10).

Dado un estado (z1,z2) € {0,1} x {0,1} definimos S(z1,z2) = {i € {1,2} |
x; = 1}; asi, de la observacién dada anteriormente afirmamos que

P,z) =[] (5)P0),
€S (x1,22)

donde P(0,0), se obtiene mediante la ecuacién

> Plxyz) =1 (11)

(z1,22)€{0,1}2
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(0,1)
/'/\_“*
(o1 (@11
Az M2 L, TS
X 77
~ e 2
(0,0) (1,0)
e~ 0.0)
(a) Estado (0,0). (b) Estado (0,1).
A
(L) A
(0,1) (1,1)
h
AIAQ H2 n
P A2 H2
(0,0) (1.0)
i (1,0)
(c) Estade (1,0). (d) Estado (1.1).

Figura 2: Estados de sistema de colas con dos usuarios.

Para el caso general, supongamos que tenemos las siguientes condiciones,

N = {1,...,n}, conjunto de usuarios,
A = (A,...,A\n), vector de tasas de arribo,
w = (p1,...,p0n), vector de tasas de servicio.

Sea x; la variable aleatoria definida en (5); luego, el estado del sistema E
es un vector en el conjunto {0,1}". Asi, estamos interesados en determinar
P(E=(z1,...,2p)) = P(x1,...,2,).

Utilizando el principio mencionado con anterioridad, formamos el siguiente
sistema:

SN+ i P(X) = S P, i+ L)
+>\ip(x1a~'~axi_]-w”»xn)]v (12)

ZXG{OJ}” P(X) =1,
donde /i; esté dado en (8) y X; en (9).

Por otro lado, se generalizan los requerimientos dados en (10), es decir, para
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todoi e N
P(xy,...,—1,...;2y) = P(xy,...,2,...,2,) = 0.

Teorema 12. La solucion al sistema 12 es

Py,oa)= [ (

1€S (X100

E)P(O,...,O), (13)

donde P(0,...,0) se obtiene mediante la ecuacion
> Py,...,zn) =1 (14)
Xe{o,1}»
Demostracion. Primero observemos que usando (13) tenemos que

by

P(zy,...,x;+1,...,2,) = —P(X),
Hi
y .
P@MHJFJPWLJ:%PML
i
luego
Z[uip(zl,...,xi +1,...,x,) + NP (1, — 1, x,)] =
i=1
n A\, i n
= [HijP(X) +>\i)fl_P(X)] => {\i+ m}P(X),
i=1 ! ¢ i=1

P0,...,0) = ! , (15)

> I &

Xe{0,1}" i€S(w1,...,zn)

luego

> Plan,.a) Y 11 AP, =

Xxe{0,1}n Xe{0,1}" €S (x1,...,zn) Hi

DS | e : o) = L

Xe{0,1}" ieS(x1,...,zn) Hi ZXG{OJ}" HieS(ml,-..,zn)(?z)
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Ejemplo 13. Considere el Ejemplo 8. Luego, los valores de P(x1,x2,x3) estdn
dados en la siguiente tabla :

P(0,0,0) % P(0,1,1) % P(1,1,0) %
P(0,0,]} % P(-Z)O;O) % P(I}I;J) 175
P0,1,0) | = P1.01) | 2

A continuacién presentaremos dos soluciones que nos permitirdn repartir el
costo del servicio entre los usuarios.

Definicién 14. Sea un problema N. Una solucion a este problema es ¢ : Q —
R™ tal que

P(0,...,0)

wi(N) = iT + fi[l = P(0,...,0)]| ¢, para todoi € N (16)

donde
1

fi = s o (17)
JEN pj
Bésicamente lo que esta funcién hace es repartir la fracciéon del tiempo en
la que el sistema estd vacio, P(0,...,0), en partes iguales; ademds, reparte la
fraccion del tiempo en la que el sistema es utilizado, [1 — P(0,...,0)], de manera
proporcional al tiempo en que los usuarios utilizan el sistema.

Ejemplo 15. Considere el Ejemplo 8. Luego, la solucion ¢ estd dada en la
siguiente tabla:

i 1 2 3
©;(N) | $1640.1 | $1288.9 | $1640.1

Esta solucion posee dos caracteristicas importantes que se mencionan en el
siguiente lema.

Lema 16. Dado un problema N, la solucién dada en (16) es eficiente y justa.
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Demostracion. 1. Eficiencia

}:waﬁ = }:[Pmﬁﬁin+fﬂr—Pw,“,mﬂq

ieN ieN
P0,...,0
_ Z(|N|)C+Zfi[1—P(0,...,0)]c,
ieN ieN
P(0,...,0)c
= |N|———+[1 - P(0,...
INEE 4 L= PO 0))
= P(0,...,0)c+c—P(0,...,0)c=c.
2. Justicia
Consideremos 4,5 € N (i # j) tales que p; > p;; asi, se tiene queizu%,
de donde
1 1
i Hj
—  fi[1=P(0,...,0)) = £;[1 - P(0,....0)],
P(0,...,0)
IN|
P(0,...,0)
> —1 24 f1-P0,...,0)],
P(O,...
= [M+fi[1—P(O,...,O)]]c
|N|
P(0,...,0)
> +f1—P0wwm}q
POl - P00
= i(N) = ¢;(N).
O

Dado que podemos determinar la fraccién del tiempo en la que el sistema se
encuentra en el estado F, es decir,

P(xy,...,xy,),

estamos interesados en determinar la fraccién de tiempo en ese estado en la que
un usuario es servido. Para lograr esto, consideramos la siguiente funciéon de
reparticion.
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Definicién 17. Sea i € N y X € {0,1}" un estado del sistema. Una funcion
de reparticion es una funcion « : {0,1}™ — R™ tal que

ﬁ; si S(X) =0,
0; sii¢ S(X)ySX)#0,
o (X) = 1 (18)
L; de otra manera,
Ljesx) o
donde
S(X)={ie N |z =1}
Asi,

a;(X)P(X), (19)
indica la fraccién del tiempo en la que el usuario i es servido en el estado X.

Lema 18. Sea X € {0,1}" un estado del sistema. Luego
> (X)) =1. (20)
ieN
Demostracion. Si X = (0,...,0), S(X) = 0; asi
1 1
ai(X) =) =7 = INl(7) = L.
200 = 2w = Wi

Supongamos que X # (0,...,0). Luego, si S(X) = {i}, entonces ¢;(X) = 0
para todo j # i, de donde

L
Yoax)=H =1
i
Si S(X) = {i,j}, entonces ay(X) = 0 para todo k € N \ {3,j} de donde

1, 1

i

i€EN Hi Hj
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Usando el mismo argumento tenemos que para un determinado X # (0, ...,0)
1
D
1EN 1€S(X) Z]GS(X) —_—
Hj
O

De lo anterior tenemos que

Definiciéon 19. La fraccion del tiempo en la que un usuario i € N wutiliza el
Servicto es:

fi =) ai(X)P(X). (21)
X

Ejemplo 20. Considere el Ejemplo 8. Luego, la fraccion del tiempo f; en la
que un usuario 1 € N wutiliza el servicio, estd dada en la siguiente tabla:

f1 fo f3
0.29 | 0.42 | 0.29

Ahora ya estamos en condiciones de proponer otra solucién para un problema
de colas N.

Definicion 21. Dado un problema N, una solucion v : Q@ — R™ que depende
de los estados es

Ejemplo 22. Considere el Ejemplo 8. Luego, la solucion ¢ dada en (22), para
este problema, se muestra en la siguiente tabla:

1 1 2 3
P;(N) | $1314.1 | $1940.8 | $1314.1

Esta solucion reparte el costo del servicio de manera proporcional al tiempo
en la que los usuarios son servidos. Una caracteristica fundamental que verifica
esta solucién es la siguiente:

Lema 23. La solucidn dada en (22) es eficiente.
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Demostracion. En efecto,

|V |V [NV |V

Y i)=Y fie=> Y a(X)P(X)e=) > a;(X)P(X)c,
=1 =1

i=1 X X =1

luego, usando

> PX)=1,

Xef{o,1}m

y del Lema 18 se obtiene el resultado. O

A continuacién describiremos la situacién de abandono. Dado un problema
de colas M = {1,...,m}, calculamos una solucién ¢ para M; luego, suponemos
que un subconjunto N¢ & M de usuarios decide no participar del problema M
y, por lo tanto, de la reparticion del costo, obteniendo un nuevo problema N;
entonces, calculamos una nueva solucién ¢ para N. Asi, estamos interesados en
determinar la relacién existente entre las soluciones ¢ y ¢, para todo ¢ € N.

Por otro lado, en nuestro trabajo de investigacién estamos considerando
soluciones que dependen de los estados del sistema, es decir, que utilizan la
fraccién del tiempo en la que un usuario ¢ € N es servido. Luego, bésicamente
lo que necesitamos repartir entre los usuarios que se quedaron es

> 5

JENE

que es la fraccién del tiempo en la que los usuario de N€ utilizan del servicio.
Para lograr tal propdsito utilizaremos las siguientes definiciones. Para un estudio
maés extenso de su utilizacién remitimos al lector a (Dipjyoti, 2004) donde se
caracteriza la regla de Bayes.

Definicién 24. Sean M, N dos problemas de colas tales que M = {1,...,m},
NCMyf=(f...,[m) el vector de fracciones de tiempo de utilizacion del
servicio. Una reparticion f, es una regla de revision si existe ¢~ : R™ — R™ tal
que

fi(N,M,f):fi—i—@V(f), para todo i € N, (23)

donde fi(N, M, f) indica la fraccién del tiempo de utilizacidn del servicio del
usuario i € N G M en el problema de colas N, tomando en cuenta las fracciones
de tiempo f del problema original M, dado que los usuarios en N¢ no participan
en el problema.
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Observacién: El superindice N en ¢, indica que ¢ reparte f(N€¢) entre los
usuarios de N.

Definicién 25. (Independencia de trayectoria) Sean M, N y R tres problemas
de colas tales que N C RC My f = (f1,...,fm) el vector de fracciones de
tiempo de utilizacién del servicio. Una reparticion f satisface la propiedad de
independencia de trayectoria si y solo, si

f(NvR’f(R7M’f)):f(N?M?f)

La propiedad de independencia de trayectoria es un requerimiento de con-
sistencia; éste implica que el orden en el que se retiran los usuarios no importa.
Este axioma es ilustrado en el siguente ejemplo.

Ejemplo 26. Considere M, N y R tres problemas de colas tales que M =
{1,2,3,4}, R ={1,2,3}, N = {1,2} y f = (f1, f2, f3, f4). Suponga que R® ha
decidido no participar de la reparticion del costo. Asi, tenemos que repartir fu
entre los usuarios que se quedaron, es decir, R = {1,2,3} . Asi, aplicando la
reparticion f tenemos que

f(R’M’f) = (f17f27f3)7

Ahora suponga que en el problema R, N¢ = {3} ha decidido no participar de la
reparticion del costo; asi, necesitamos repartir f3 entre los usuarios que se que-
daron, es decir, N = {1,2}. Utilizando nuevamente la reparticion f obtenemos

f(N,R, f(N,R, [)). (24)

Luego, si la reparticion f satisface independencia de trayectoria, el vector dado
en (24) puede obtenerse suponiendo que se tiene el problema M = {1,2,3,4}
y que los usuarios en N¢ = {3,4} decidieron no participar de la reparticion
del costo, es decir, si repartimos fs + fi entre los usuarios que se quedaron,
N ={1,2}.

3. Caracterizaciones

El propésito de esta seccion es caracterizar la solucién 16 y resolver la si-
tuacién de abandono; para lograr esto, definamos lo que es un conjunto de
constantes compatibles.
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Definicién 27. Un conjunto de constantes D = {d;;}i jen es compatible si y
solo, si

((1) d” = 0,
(b) dij = —djs,
(C) dl‘j + djk = d;g.

Ejemplo 28. Dado un problema de colas N, el conjunto de constantes D =
{di;}i,jen dado por

donde
1

fi= =t (26)
Sien

es un conjunto de constantes compatible. En efecto,

dii = [flffz“]-fp(ovao)]czo
dij = [fl—f]][l—P(O,,O)]C:—[f]—fz][l—P(O,,O)]C:—dﬂ
dij + dji. = [fi—fj}[1—P(0,...,0)}C+[fj—kal—P(O,...7O)]C,

= [fi_fj+fj_fk][]-_P((L"‘vO)]Ca
[fi = fil [1 = P(0,...,0)] c = di.

Observacion. Dado un conjunto D de constantes compatible es facil veri-
ficar que la suma de todas estas constantes es igual a cero, es decir,

> > diy=o.
iEN jEN

En efecto, sean 7,5 € N. Luego, d;j,d;; € D un conjunto de constantes
compatible; asf, tenemos que d;; = —d;;, de donde

dij + dji = —dji + dji =0,

> dij=0.

iEN jEN

por lo tanto
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Definicién 29. Sean un problema de colas N, o(N) € R™ una solucion y
D = {dij}ijen un conjunto de constantes compatible; p(N) € R™ preserva
diferencias si y solo, si

@i(N) — @;(N) = dij.

El siguiente es el resultado que nos permite caracterizar la solucién 16. Para
un estudio mas extenso de su utilizacién remitimos al lector al trabajo de Hart
y Mas-Colell (Hart y Mas-Colell, 1989).

Lema 30. Dado un problema de colas N y un conjunto de constantes compatible
D ={d;;}: jen, existe una tunica solucidn al problema de colas ®(N) € R™ que
es eficiente y preserva las diferencias en D. Ademds

i(N) = = e+ > dy

JEN

Demostracion. Eficiencia

1
Z(P'L(N Z W C+Zd” s

ieEN iEN jeN
= + d;; = |IN|( ) c.
Lt L X = Wiy

Preservacion de diferencias
Sean i,j € N fijos, luego

1
®;(N) = |c+ Z dig |
kEN\{i}

1
O;(N) =1 e+ D> din
KEN\{j}

c+di; + Z dir. |

1
|N -
keN\{i,j}
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1
Oj(N) == |e+dij+ > di,
|N| keN\{i,j}

c dis 1
i(N) —®;(N) = =4k + oo dik,
) MM, 2

C dji 1

- E d.:

N[ IN| N o
keN\{i,5}

dyj 1 dij 1
IN| " |N] ZH *TINT TN ZA, !
KEN\{i,j} kEN\{i,j}

Qdij 1
= + = E [dir + di;]
N[ [N - !
keN\{i.j}

2d;; 1
= = dii,
NP
keN\{i,j}

2d;; 1
= + ——(IN| - 2)dy; =
IN| N !

Qdij
[N

2d;;

Unicidad
Sea ¢ € R™ una solucion que es eficiente y que preserva diferencias, es decir;

a. EiEN qbl(N) =C,
b. ¢i(N) — ¢;(N) = dij.

Supongamos otra solucién eficiente y que preserva diferencias, ®(N), tal que
®(N) # ¢(N), es decir que existe j € N tal que

®;(N) # ¢;(N).
Sin pérdida de generalidad, supongamos que ®;(N) > ¢;(N); asi
—®;(N) < —¢;(N),
O, (N)—P;(N) < ®;(N) — ¢;(N) para todo i € N\ {j},

pero

(I)l(N) — q)](N) = dij = ¢1(N) — ¢](N) para todo 7 € N\{j},
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luego,
0i(N) = ¢;(N) < @;(N) — ¢;(N)
de donde
¢i(N) < ®;(N) para todo i € N\ {j}.

De lo anterior tenemos que, para todo i € N,
$i(N) < ®;(N).

Asi,
c= ¢i(N) <) ®i(N)=c,
ieEN iEN
lo cual es una contradiccion.
O

El siguiente teorema es nuestro primer resultado, en el cual se caracteriza
la solucién 16 utilizando un conjunto de constantes que denotan las diferencias
deseadas que deben tener los pagos entre los usuarios del servicio.

Teorema 31. Dados un problema de colas N y el conjunto de constantes D =
{di;}ijen dadas en (25), la solucion dada en (16) es la tunica solucion eficiente
y justa que preserva las diferencias en D.

Demostracion. El Lema 30 prueba la existencia, unicidad, eficiencia y preserva-
cién de diferencias, asi lo que debemos probar es que

para todo i € N. Se tiene que

1 1

O, (N) = — dii| = — L~ £l = P(0,...,0)]] ¢,
donde )
fim =t

ZjEN m
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Luego
1 1 1
®;(N) = — |e+ R [1—P(0,...,0)]c|,
M| 2 S S
1 ZjeN[j.—;]]
= e =LY il p(o,...,0)]e
INT | Y heN i
1 [ EjeNi
= e+ ZEN 4|1 P(0,...,0)c
NI | Sen &
- L c—i—&—l [1—P(0 0)]c
IN| >jeN i o
1
= — N|f; —1]|1 — P(O0,...
‘N| [C+‘ |f’t ][ (07 30)] C,
¢ L= PO, 0)]c— = [1= P(0,...,0)]
= — il — yoo,0)]Je— —= |1 — ,...,0)] e,
[N |N|
c c P(0,...,0)
= — +fil=PO,...,0)c— — + —— "¢
IN| [NV |N|
P(0,...,0)
Tc—&—fl[l P(0,...,0)]c,
P(0,...,0
= [P sl PO 0 e i)

O

La utilizacién del conjunto de constantes compatible D dado en (25) se jus-
tifica porque estas constantes reflejan las diferencias que tienen dos usuarios en
relacién a la utilizacién del servicio y por lo tanto, la solucién dada en (16)
utiliza esta informacién para repartir el costo. Ademads, la importancia de es-
ta solucién se refleja en sus caracteristicas principales: repartir la fracciéon del
tiempo en la que el sistema esta vacio, en partes iguales, repartir la fraccion del
tiempo en la que el sistema es utilizado de manera proporcional al tiempo en
que utilizan el sistema y ser una solucién es justa, en el sentido de que obliga
a pagar mas al que mas utiliza del servicio.

En lo que resta de esta seccién consideraremos la siguiente situacién; su-
pongamos que hemos repartido el costo del servicio entre un conjunto M de
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usuarios, usando la solucién 1 dada en (22); luego de realizar esto, un grupo de
usuarios N¢ C M deciden no participar de la reparticiéon del costo; entonces,
estamos interesados en determinar una nueva forma de repartir el excedente, es
decir, una solucién que redistribuya

> (M
jENe
entre los usuarios en N.
Dado que la solucién (22) requiere de la fraccién del tiempo f; en la que

un usuario ¢ € N utiliza el servicio, para resolver la situacion de abandono
necesitamos redistribuir
> (27)

JjENC©
que es la fraccién del tiempo en la que los usuarios en N¢ utilizan el servicio.
Lema 32. Sean M, N dos problemas de colas tales que N C M, f = (f1,-.-, fm)
el vector de fracciones de tiempo de utilizacidn del servicio, X € {0,1}™ un es-
tado del sistema y

a:{0,1}" - R"
la funcion de reparticion dada en (18). Luego, si para i € N,
i Sl
S |20 (X0] P(X)

entonces [ es una regla de revision.

(28)

Demostracion.
i Tk oOPW)
S [Shen i (X)] PX)

b

_ > x ai(X)P(X) ZZO‘J )+ZZ%(X)P(X) 7

S [Tien i (X)| POX) [fe 5 e
N S en S ak(X)P(X)
= 2 alOPE0) Lt S e (X)P) |

., 2jene } fi
= |:1+Zkeka Z fJ Zkeka

JEN©
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La expresién (28) redistribuye

>4

GEN®

entre los usuarios que se quedaron, de manera proporcional a la fraccién del
tiempo en la que los usuarios en N utilizan del servicio. A continuacién daremos

una solucién a una situaciéon de abandono donde se ha utilizado la solucién dada
en (22).

Definiciéon 33. Sean M, N dos problemas de colas tales que N C M y f =
(f1,---, fm) el vector de fracciones de tiempo de utilizacidn del servicio. Con-
sidere que los usuarios en N¢ han decidido no participar de la reparticion del
costo. Una solucion a esta problemdtica estd dada por

U;(N) = fic para todo i € N, (29)
donde
; fi
= fi+ N — 30
fi=1 Eﬁ‘ li|l s (30)

Ejemplo 34. Considere el Ejemplo 22 y suponga que el usuario 3 ha decidido
no participar en la reparticion del costo. Luego, los f; estan dados en la siguiente
tabla:

f1 fo
0.41 | 0.59

Luego, la solucion ¥ estd dada por:
Uy (N) =$1873.3
Uy (N) = $2695.7

El siguiente axioma es una forma de resolver la situacién de abandono, sin
embargo, es deseable que la nueva solucién tenga esa propiedad inherente.
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Axioma 35. (Proporcionalidad) Sean M, N dos problemas de colas tales que
M=A1,....n}, NC M, f=(f1,...,fm) el vector de fracciones de tiempo
de utilizacién del servicio y ¥ una solucién al problema M. Una solucién ¢ al
problema N satisface el axioma de proporcionalidad si y sélo si

Yi(M)

o) = 00

para todo ¢ € N.

Lema 36. Sean M, N dos problemas de colas tales que N C M, f = (f1,-.-, fm)
el vector de fracciones de tiempo de utilizacion del servicio y ¥ una solucion para

M. La solucion dada en (29) para el problema N cumple el azioma de propor-
cionalidad.

Demostracion. En efecto

\Ifi N = ~i - i )
S i P2 e
= fic+ Z fic fic

jeNc ZkGN wk(M)07

~ et ij fic

’
JENC ZkGN fk;C

_— an| )
a wZ(M) " ]EZNL wj (M) ZkEN wk‘(M)7

de donde

N — o | vi(M)
Wi(N) = (M) + %;ng(M) SNTNGTIE (31)
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luego
U;(N) = (M) |1+ S o)
[ ZjeNC¢j(M)
i C‘ZjeNc¢j(M) 7

[e = jene Ui(M) + 3 e ne ¢j(M)]
c—P(M)(N®) ’

[ Djene %‘(M)] ’

= (M) |1+

= (M)

_C_EjeNcwj(M)
(RN, P 1L
D ken V(M) | D open V(M)

= (M)

)

= (M)

O

Algunas de las ideas que se presentan a continuacién son reformuladas a
partir del trabajo de Dipjyoti (Dipjyoti, 2004) donde el autor caracteriza la
regla de Bayes.

Teorema 37. Sean M, N dos problemas de colas tales que N C M, |[M|=m >
4, f = (f1,..-, fm) el vector de fracciones de tiempo de utilizacidn del servicio,
¥ una solucion para M y ¢ una solucion para N eficiente tal que

wi(N) = fic para todo i € N,

donde f es una regla de revision que satisaface la propiedad de independencia
de trayectoria. Si ¢ es igual a la solucion dada en (29) para todo N tal que
IN| =n con 2 < n < m, entonces ¢ es igual a la solucion dada en (29) para
todo problemas de colas R tal que m > |R| > n.

Demostracion. Supongamos que @ es igual a la solucién dada en (29) para todo
N tal que [N| =ncon 2 <n < m.Sea f = (f1,...,fm) tal que f; > 0 para
todo i € M. Consideremos N y R tales que

R=NU{j},j€ M\ N.

Sea i € N fijo. Luego, dado que f es una regla de revisiéon, tenemos que

Fi(N.R, f) = fi+ oN (),
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para todo ¢ € N y, dado que satisaface la propiedad de independencia de tra-
yectoria, se sigue que

f(N7M7f>:f(N,R,f(R7M,f)),

lo anterior implica que

fi+ o (f) fi+ 67 (f) + & ((f; + 05 (F))jer);
oM () = o)+ N ([fi + 8F (D] en):

Luego, tenemos que

o (Ne= ol (Fe+dN ([f; + 1) e

de donde, por ser ¢ igual a la solucién 29, tenemos que

S repy] _ YiM) + 6 (f)e
;' (f)e + WM )+ 65 (f) } S hen Ye(M) + oL (f)c’
_ _ %)
_ L% wkw)] s

Por eficiencia de ¢, tenemos que

D (M) + 6F(f)e = e — (M) — o7 (f)e.

keN

Tomando

A= (M) + 61 (f)e,

Zng wk(M) —¢

Yoken k(M)

la ecuacion 32 puede escribirse como
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Pi(M) + o (f)e

gf)f‘(f)chAc_—Al = (M),
¢ (f)ele — A) + AW (M) + ¢{(fle) y
(¢ — A)pi(M) 7
S — AGR(fe + A + AS (e _
(c = A)i(M) ’
SR+ AU
(¢ — A)pi(M) .

Observar que la ultima expresién es vilida para cualquier i € N. Luego,
tomemos i,j € N con j # i; asi,

¢F(f)e? + Ay;(M) O (f)e® + Api(M)

(e~ A4, (00) (o~ Ap(M)
SN+ Avy(ane = BELEH(DE + au(an),
SN + vy = PELA P + Av O

oine = et

Sea i € N fijo y consideremos N en el cual j € N\ {i} es reemplazado por
el usuario j. Asi, N = N U {j}. Por el razonamiento anterior tenemos que

¥ (M)

R
Di(M) ¢;"(f)e.

SE(f)e =

Por otro lado

S (M) = 57 6B ()e

i¢R JER

Y; (M)
Z% Z]M

i¢R

Asi
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La ecuacién anterior implica que

e, 2aigri(M)
O (fle = S8 Yi(M)ec.
ZjER V; (M)
Asi, hemos probado que si ¢ es igual a la solucién dada en (29) para todo
N tal que |[N| =n con 2 < n < m, se tiene que esta solucién es igual a la dada

en (29) cuando
R=NU{j},je M\N.

Supongamos que se tiene la igualdad para cualquier R tal que n < |R| <1 <
m. Considerando R = RU {7}, donde j € M \ Ry aplicando el procedimiento
anterior tenemos que las soluciones siguen siendo iguales; luego, se obtiene el

resultado deseado.
O

La importancia de este teorema radica en que nos permite resolver una situa-
cién de abandono y ademas, si utilizamos una solucién en la que las fracciones
de tiempo del problema N se obtienen con una reparticién f que sea una regla
de revisién y que cumpla el axioma de independencia de caminos obtenemos
siempre la solucién dada en (29), esto nos hace pensar que considerando el axio-
ma de proporcionalidad y anadiendo probablemente otros axiomas la solucién
dada en (29) se puede caracterizar de manera tnica.

Recepcién: 20/05/2015.  Aceptacién: 28/06/2015.
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