PERSPECTIVS  Rewista de Andlisis de Economia, Comercio y Negocios Internacionales
Volumen 8 / No. 1 / enero - junio 2014 /5 - 30
ISSN 2007-2104

Nuevas familias de juegos g-ciclicos con tinico
punto de equilibrio de Nash

Sara Aida Alaniz!
Universidad Nacional de San Luis
San Luis, Argentina
salaniz@fices.unsl.edu.ar

Luis Guillermo Quintas?
Universidad Nacional de San Luis
San Luis, Argentina
lquintas@unsl.edu.ar

Silvina Angela Sevilla®
Instituto de Formaciéon Docente Continua
San Luis, Argentina
silvinasevilla@yahoo.com.ar

Resumen

En el presente trabajo se construyen familias de juegos de 3 jugadores g-ciclicos
(Marchi y Quintas (1983)), con unicos puntos de equilibrios prefijados, siguiendo
los lineamientos expuestos por Alaniz y Quintas (2010). Las construcciones aquf
presentadas también generalizan las realizadas por Alaniz, Giunta, Marchi y Quin-
tas (1991), para juegos bipersonales. Se exhiben también los elementos de las ma-
trices de pago de cada jugador para una familia de juegos g-ciclicos de n jugadores
y se da un esquema de la demostracién de unicidad de equilibrio del caso general
de n-jugadores.
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Abstract

In this paper we construct families of 3-person g-cyclic games (Marchi and
Quintas (1983)), with unique prefixed equilibrium points, following the guidelines
given by Alaniz and Quintas (2010). The constructions presented here also gen-
eralize those given by Alaniz, Giunta, Marchi and Quintas (1991), for two-person
games. We exhibit the elements of the payoff matrices for a family of n-person
g-cyclic games and we give an outline of the proof of uniqueness of equilibrium in
this general case.

Keywords: Nash Equilibrium, uniqueness, g-cyclic games.
JEL classification: D7.

1. Introduccion

El concepto de equilibrio introducido por Nash (1951) es considerado la
solucién mds importante en la teoria no cooperativa de juegos. El conjunto
de puntos de equilibrio de Nash es no vacio para cualquier juego finito si
se usan estrategias mixtas, esto es, distribuciones de probabilidades sobre
estrategias puras (Nash (1951)). Sin embargo en general hay una multipli-
cidad de equilibrios. Esto es un problema importante para pronosticar qué
equilibrio se jugara. Si los jugadores no pueden comunicarse, cada jugador
podria elegir una estrategia de equilibrio pero el resultado del juego podria
no ser un equilibrio. Incluso si ellos pueden comunicarse, todavia persiste un
problema serio porque las utilidades pueden ser completamente diferentes
en un punto de equilibrio o en otro. Este problema no existe si el equilibrio
es Unico.

Muchos estudios han sido hechos sobre unicidad de puntos de equilibrio
de Nash. Por una parte se estudiaron algunas condiciones suficientes para
garantizar la unicidad. También ha sido estudiado bajo qué condiciones
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es posible construir juegos con equilibrio tinico predeterminado. Construc-
ciones de juegos con equilibrio unico prefijado han sido hechas para juegos
bimatriciales por Raghavan (1970). Alli se demostré que, si los puntos de
equilibrio de un juego son completamente mixtos, entonces la matriz de
cada jugador es cuadrada y el equilibrio es tnico. Millham (1972) mostré
condiciones necesarias y suficientes para la existencia de un juego con uni-
co punto de equilibrio prefijado completamente mixto. Kreps (1974) di6
condiciones de unicidad cuando el punto de equilibrio no es completamente
mixto. Heuer (1979) amplié y complementé estos resultados para equilibrios
no completamente mixtos. Quintas (1988 al988 a) b)) ampli6 estos resulta-
dos construyendo una amplia familia de juegos bimatriciales con puntos de
equilibrio unicos. Marchi y Quintas (1987) también estudiaron juegos con
valores prefijos para puntos de equilibrio inicos. Alaniz, Giunta, Marchi y
Quintas (1991) ampliaron esta construccién para otras familias de juegos
bimatriciales con puntos de equilibrio inicos.

Los juegos n-personales g-ciclicos (Marchi y Quintas (1983)) son una
subclase de los juegos Polimatriciales (Yanovskaya (1968)). Los juegos ¢-
ciclicos aparecen muchas veces en ejemplos de aplicacion en la Adminis-
tracién Publica, donde los usuarios tienen que interactuar formando un
ciclo. Por ejemplo cuando uno tiene que realizar un reclamo por un mal
servicio ante un empleado, que a su vez depende de un supervisor, que a su
vez depende de otra autoridad, que es a quien el usuario puede elegir con
su voto. Esto conforma un ciclo donde cada jugador estd jugando juegos
bipersonales con su supervisor y sus empleados o usuarios del servicio. La
estructura del conjunto de Equilibrios de Nash y caracterizaciones de estos
juegos fueron estudiadas por Quintas (1989).

En el presente trabajo construimos nuevas familias de juegos n-personales
g-ciclicos con tnico punto de equilibrio de Nash prefijado. Aqui se extienden
las construcciones para juegos bimatriciales dadas por Marchi y Quintas
(1987) y Quintas (1988 al988 a) b)), siguiendo la linea de investigacién
presentada de Alaniz, Giunta, Marchi y Quintas (1991)) para juegos bi-
matriciales, presentamos construcciones alternativas a aquellas dadas por
Alaniz y Quintas (2010) para juegos g-ciclicos.
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2. Notaciones y resultados previos

Daremos algunas definiciones, notaciones y resultados que usaremos
posteriormente.

Definicion 1 Sea I' = {¥;,%2,...,5,, A1, Ag, ..., Ap}, un juego g-ciclico,
finito, en forma normal de n jugadores, donde X; es el conjunto de estrate-
gias puras del jugadori. Sea A; la correspondiente funcion de pago, con i =
1,...n. La definicion de la funcion A; es la siguiente: A; (01, ...;04y .y On) =
)) con o € ¥; y q una funcion que satisface: q(i) # 1y !q_l(z’)‘ =

B; <ai, T (i

1 donde | . | indica la cardinalidad de conjunto. .
En el presente trabajo consideraremos juegos en donde:
1. q(i) =i+ 1modn y tomaremos j = q(i).
2. Cada jugador tiene m estrategias, es decir, |X;| = m, parai=1,....n

Definicién 2 Una estrategia mizta para el jugador i es una distribucion de
probabilidad sobre las estrategias puras >; = {O'il,O'é, ...,afn}, es decir, un
vector definido por: x; = (aci(ag),xi (0%),...,1:%- (O‘:n)) = (a:zl,ng,,xﬁn)
donde z} es la probabilidad de que el jugador i juegue su estrategia o} € X;
cont=1,2,....m.

Definicién 3 Sea > el conjunto de las estrategias miztas para el jugador
i

~ t=m
Z = {wz Zx,f =1 con xff >0,t= 1,2,...,m}

7 t=1

Notacién 4 Llamaremos a: x = (z1,Z2,...,xn) € [[;Z7 > una n-upla
i

de estrategias mizrtas de los n jugadores y denotaremos (l‘;i{i},ibi) =

* * e +
(xl,...,xi_l, Z;, xH_l,...,;cn).
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Definicién 5 La funcion esperanza matemdtica F; para cada jugador i, en
el juego q-ciclico, se define de la siguiente manera:

E; (z) = F; (:vi, xq(i)> donde F; es la funcién esperanza de B;.

Las funciones esperanzas matemdticas, tienen la siguiente forma:

l=mt=m

Ei(z) = Fi(x;,xj) = ZZathlmt coni=1,2...n

=1 t=1

Notacion 6 Denominaremos indistintamente: F; (r,xj) = F; (er, ) donde
er es una m-upla con 1 en el lugar r y 0 en el resto de los lugares.

Definicién 7 Una n-upla z* = (2%, 2%, ...,x},) € Hz? > es un punto de
7

Equilibrio de Nash si y solo si Ei(z) > E;( :12

N z;) para cada EY ;Y
- i

i}’
para cada i =1,...,n.

A continuacién para cada jugador se definen los conjuntos de estrategias
que son las mejores respuestas a una n — 1 upla de estrategias de los demés
jugadores. Estos conjuntos se usan para caracterizar los equilibrios de Nash.

Definiciéon 8 Los conjuntos de todas las estrategias puras, que son mejores

respuestas contra © = (21,2, ...,x,) € [[1=1 >, se definen de la siguiente
¢

manera:
Ji(x ) = {0k € Tt Fi(ol, z;) > Fi(o}, « T q(iy) paracada oy € X con t =
1,2,...,m}.

Se usard la siguiente caracterizacién de puntos de Equilibrio de Nash.

Teorema 9 © = (x1,T2,....,x,) € [[.=} > es un punto de Equilibrio de
i

Nash, si y solo si, S(z;) C J; (xq(z-)), para cada 1 = 1,2,...,n, donde
S(x) = {ai € Xzl > 0cons=1,2, ,m} es el soporte de la estrategia
mixta x;.
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Definicién 10 Un punto x = (x1,22,...,Ty) € sz? > que es un Equili-
i

brio de Nash resulta completamente mizto si S(z;) = Xj.

En este caso, se dice que cada jugador tiene todas sus estrategias activas.

n

Definicién 11 Sea z* = (2%, %, ...,x%) € [[Z7 S un punto de Equili-
¢

brio de Nash de un juego f, se le llaman valores esperados del juego a vy,
V2, .oy Uy, donde: v; = E;(x*) para i =1,2,...,n.

En una primera instancia consideraremos n = 3.

3. Construccion de familias de juegos ¢-ciclicos de
3 jugadores con valores predeterminados.

En esta seccién se establecen condiciones sobre E1, la funcién de esper-
anza matemadtica del jugador 1, de manera que (x,y, z) € X1 X Yo X X3 sea a
posteriori un punto de equilibrio de Nash y tome valores predeterminados.

Sea y = (y1,Y2,¥3) € X2 un punto completamente mixto. Se consideran
también los siguientes puntos, que son vértices del simplex ¥y : ¢; = (1,0, 0),
ea = (0,1,0), e3 = (0,0,1). Ademds se eligen tres puntos que tienen la
siguiente formas:

1 1 -1y - —1 -1
7' = (0,92:93) 4" = (0,92,73)
7 = (51,0,53) 9° = (97.0.93)
7= (9.9.0)5° = (91,5,0)

Estos puntos se construyen por proyecciones ortogonales del punto y =
(y1,Y2,y3) € Yo sobre las correspondientes aristas del simplex (ver Figura

1).
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Y

Figura 1

Asf se requiere que

((y-9) (s —ex)) =0 M)

donde () es el producto interno
Jiti+U3=1 cong =0 (2)
de (1) y (2) se obtiene:
G U3s=y2—ys o Uit Ut =1
Resolviendo el sistema: 43 = y2 — y3 + 73, operando se obtiene:

1
Yo = 53/1 + Y2

Y de manera andloga se tiene que 73 = %yg + yo
Luego para obtener 3% , g§ :

<<y—3_/?) a(€3—61)> =0 (3)
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Jity+ys=1 con g3=0 (4)
de (3) y (4) se obtiene: 33 = %yg + 91.Y de manera ansloga se tiene que

U2 = 3y2 + 3.
Finalmente obtenemos 3, s:

<(y*?§?),(€2*61)> =0 (5)

Js+¥3+05=1 con Jz=0 (6)
de (5) y (6) se obtiene.

3 1 _ 1
Y1 = zY3 + y1; Y = Y3+ Y2
2 2
Ast:
7= (0, 1+ g +
Yy = ,2y1 y2,2y1 Y3
2= (Lt 0 Lyt
Yy = 2y2 Y1, ,23/2 Y3
1 1
_3
=\3 5o ) 0
Y (2y3+y1 2y3+y2 )
Teniendo en cuenta la definicién 5 se tiene que E4(z,y,2) = Fi(z,y) =
SV S0 al? yoa,. Y en particular B (z,y,2) = Fi(ey) = Yo al2 ys =
T
1Y -

Denotaremos F'1(e;,y) = F1(i,y).
Plantearemos las siguientes condiciones para llevar a cabo la construc-

cién del los juegos:

» En el punto y = (y1,y2,y3) se alcanza el valor vy, es decir:

s=3
Fi(i,y) =) ailys=Aly" =n
s=1
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» En g'se alcanza el valor vi+¢1 con €1 >0, esta condicién se traduce
en la siguiente ecuacién:

Za ys = v1+€1

s;él

Teniendo en cuenta las componentes de 7':

1
~y1 +y3)

1
y oY1+ Y2, 2

la ecuacién anterior se transforma en:

Za (yst+5 y1):v1+€1
s;él

= En 42 se alcanza el valor v1+¢€, con 4 > 0, esta condicién se traduce
en la siguiente ecuacion:

12 =2
§ a’zs Us = v1téy
s;é2

Teniendo en cuenta las componentes de 72:

7 = (Lot 50,0, 2y +
Yy = 2y2 Y1, 723/2 Y3

la ecuacién anterior se transforma en:

Za (ys—i— y2> = v1+E

5752
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» En 7%se alcanza el valor v; +e5 con €5 > 0, esta condicién se traduce
en la siguiente ecuacién:

Zazs ys =v1tes

s;éS

Teniendo en cuenta las componentes de 7>:

5 1 1
y =13 + 1, 53 + 92,0

la ecuacidon anterior se transforma en:

Za (ys—i— y3> = v1+E€;
8753

Ahora introducimos la funcién fo;. Esta funcién distribuye los hiper-
planos méximos en cada vértice del simplex del jugador 1. Se define una
funcién biyectiva fo1 : X9 — X1, fo21(j) = ¢, donde i es el indice corres-
pondiente al hiperplano maximizante. Ademds por la construccién arriba
realizada resultard que F'1(i,y) = v1.

Esto implica que: F1(i,7) = aij > arj = F1(r,j) para cada r €3;. Para
cadae; € ¥, paracadae;€ %y, Bi(x,y,2) = Fl(a: y) =SS a2y,
y como i es hiperplano maximizante F'y (i, j) = a 2 Asila deﬁn1c1on 1mphca
que J1(ej) = {f21(j)}- i

Por lo tanto, sobre cada vértice de ), habra solamente un hiperplano
méximo y fo1 distribuird diferentes hiperplanos méximos sobre cada vér-
tice.

Requeriremos que para cada t, tal que f21(t) # 7, en cada punto g el
f21(t) — hiperplano, pase “por debajo” del f2;(j) — hiperplano. Este iltimo
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hiperplano toma el valor vy + ¢;. Esto dice que, para i # fa1(¢):

N 1
Fy(i,5;) = Zazs 7, = Za (s + gy = v +er

8#3
s=3

_ 1
> f21(t Zaf (ys + 2yt)— Fi(fa1(t), 95)
s=1

s;ét

Ahora en el punto y = (y1,y2,y3) se requiere que todos los hiperplanos
tomen el valor v;. Es decir, para cada i (con ¢ = 1,2,3) en el punto y =
(y1,y2,ys3) se satisface la ecuacion:

s=3

12 _
§ :ais Ys =01
s=1

y para cada t tal que fa1(t) # 4, en el que el punto g se satisfacen las
ecuaciones siguientes:

[Za <y + yt>] —a}? <yt—|— ;yt>

Za Ys + QU || T Wi gy =1t e

o Consideremos a f91(j) = i (para otras formas de definir fa1se tienen
construcciones similares). Asf se tiene el sistema siguiente:

atyr + a12y2 + a13y3 =1
ars(y1 + 23/2) + a 3(ys + Qyz) =v1 + €2
arf(y1 + 2y3) + a15(y2 + 23/3) =v1+¢3

Para simplificar el andlisis consideraremos un mismo ¢; = ¢ > 0.
Resolviendo el sistema anterior se obtiene:

2
aﬁ_v1+35<4+‘;ﬁ+z§>
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2
TR (S
3 Y2 Y2 Y3

2
ag:vl—fs —1—1—2&4—@—%%
3 Ys Y2 U3

o En forma similar cuando ¢ = 2, considerando los puntos y , 71, ¥3; se
tiene el siguiente sistema:

aziy1 + aszye + a3y = vy
az3(ya + 3y1) + a33(ys + 391) = v1 + &1

azi (1 + %y:s) + ags(y2 + %ys) =v] + €9

Nuevamente, resolviendo el sistema de manera andloga al anterior y
considerando ¢ > 0 arbitrario, obtenemos:

2
a%%:vl—ﬂs —1+2y—2+%+y—2
3 ooy s

2
ag:vﬁgg(u%w)

1 Y3
2
a%%zvl—ﬂs —1—1—2y—2—i—&—1—y—2
3 Yys  Ys

o Cuando ¢ = 3, considerando los puntos puntos y , 71, ¥2; se obtiene el
siguiente sistema:

aziyr + az3ys + aziys = v1
a3 (y2 + 3y1) + a3 (ys + 3y1) = v1 + &1
a%%(yl + %y3) + a%%(ys + %yz) =01 + &2

Nuevamente, resolviendo el sistema de manera andloga al anterior y
considerando € > 0 arbitrario, obtenemos:

2
a2 =v —Ze(-14+2B 2B
3 Y1 Y2
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2
2= - Ce( 12BN B
3° Y2 Y2 Y1

2 Y2 >
12
ad =i+ e 4+ 2+
5 3 ( Y2 Y1
Asi se ha completado el cédlculo de los coeficientes de las matriz A;del
jugador 1.

Observacién 12 .

* Los wvalores de los coeficientes de la matriz Ay son azlf > vy , cuando

f21(3) = i. Esto se condice con el hecho que f21(j) =i (el i-ésimo-
hiperplano) es mdximo en el vértice e;.

*

Los valores de los coeficientes de la matriz Ay, cuando fa1(j) # @ son azlf <

v1. Esto es consistente con que en el vértice j-ésimo del simplex 22 el
hiperplano t-ésimo no es mdximo.

*

Como 0 <y; <1, los elementos de la matriz del primer jugador estdn
bien definidos.

*

La matriz A1 de pago del jugador 1, es no singular, debido a que como
€>0,y; >0 yv#0 entonces el det(Ay) # 0.

Construcciéon de las matrices del jugador 2 y 3

La construccién de la matriz de pago del jugador 2 se realiza de manera
similar, a como se construyé A;. Se establecen condiciones sobre FEs, la
funcién esperanza matemdtica del jugador 2, de manera tal que (x,y,2) €
¥ X X9 X X3 sea punto de equilibrio de Nash.

Sea z = (21, 22,23) € Y3, sean los vértices del simplex Y3: e = (1,0,0),
e2 = (0,1,0), e = (0,0,1). Y se eligen tres puntos, que tienen la siguiente
formas:

21 = (07 2%7 231)
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22 = (2,0,73)
2= (2,2,0)
Nuevamente estos puntos se construyen por medio de proyecciones ortogo-
nales del punto z sobre las aristas del simplex.
Ahora se elige la funcién biyectiva f3o de tal manera que satisfaga fso :
Y3 — Yo, f32(k) = j-hiperplano con Fs(j, z) = ve.
Para obtener la matriz de pago Ao del segundo jugador, para cada j
fijo, los coeficientes de a?,?; deben satisfacer las siguientes tres ecuaciones:

2 2 2
agzl + a%gzg + aégzg = Uf

C21(21 + ?22) + a;s(z?) +522) = v2 + €2
aii(z1 + 323) +af3(22 + 523) = v2 + €3

Resolviendo el sistema y considerando € > 0 arbitrario, obtenemos:

2 Z z
a%§:v2+35<4+zz+zi>

2
a§§:v2—s<—1+2zl+z3+zl>
3 Z2 22 23

2
a%%zvg—fs —1—1—2&—1—2—1—1—9
3 zZ3  Z2 23

o Cuando j = 2 se debe resolver el siguiente sistema:

23 23 23, _

a3121 + ag522 + as5323 = Vg
23 1 23 1 _

ajy(z2 + 521) +agz(23 + 521) = v2 + €
23 1 23 I _

Resolviendo el sistema de manera andloga a los anteriores, se obtiene
que:

2
a%‘%:vg—ﬂs —1—1—2@—1—2—3—1—9
3 Z1 z1 z3
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2 z z
a33=”2+38<4+§+;)

2
a3y = vy — =€ (—1+222+21+Z2>
3 z3 z3 Z1

o Cuando j = 3 se debe resolver el siguiente sistema:

23 23 23, _
a3121 + azy2 + agzz3 = V2

2 1 2 1
agg(zz + ?21) + agg(zg + ?zl) =wvy +¢€1
asi(z1 + 522) +aj3(2s + 322) =v2 + €2

Resolviendo el sistema, y considerando €)0 arbitrario obtenemos:

2 z z Z
ag?202—38<—1+223+22+;>
1 1 2

2 z z Z
a§§:v2—35<—1+222+22+;>

a§§:v2+§s<4+2+2>

Para encontrar la matriz de pago del jugador 3, se procede de manera
andloga a como se construyeron las matrices de pago de los jugadores 1
y 2. Se establecen nuevamente condiciones sobre E, la funcién esperanza
matemadtica del jugador 3, de manera que (z,y, z) € 1 x By x X3 sea punto
de equilibrio de Nash.

Sea © = (x1,2,23) € 21, se consideran las siguientes ternas que son
vértices del simplex 31 : e; = (1,0,0), ez = (0,1,0), e3 = (0,0,1). Y se
eligen tres puntos, que tienen la siguiente formas:

7' = (0,7},73)

7 = (71,75,0)
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Para obtener los Z; nuevamente se hacen proyecciones ortogonales sobre
las aristas del simplex. Ahora introducimos la funcién fi13 para definir la
matriz del jugador 3:

Sea la correspondiente funcién biyectiva f13 de modo que satisfaga f13 :
Y1 — Y3, f13(¢) = k-hiperplano con F3(k,z) = v3 (donde k es el indice
correspondiente al hiperplano maximizante).

Para obtener la matriz de pago As del tercer jugador, para cada k fijo,
los coeficientes de agll- deben satisfacer las siguientes tres ecuaciones:

31 31 31, _
ajix1 + ajsr2 + ajzrs = v1

afy(z1 + %xz) + af3(z3 + %f@) = w3+ &2
afi(x1 + %903) + aiy(za + %-’Es) =v3+es

Resolviendo el sistema, y considerando £ > 0 arbitrario, obtenemos:

2 X X
31 1 2 3
1 s 3 < T3 $2>

2
a%;:vg—g(—uﬂﬂﬂ)
3 T2 T2 X3

2
aly =v3 — ¢ —1—|—2ﬂ—i-ﬂ—i-ﬂ
3 r3 T2 T3

o Para k = 2 se debe resolver el siguiente sistema:

31 31 31, —
a51%1 + G53%2 + a53%3 = U3

a%%(@ + %m) + a§§($3 + %:Lj) =v3+¢€1

a%%(xl + 5353) + a%%(fﬂQ + 5%3) =wv3+e€3

Resolviendo de manera andloga al anterior y considerando £ > 0 arbi-
trario se obtiene:

2
a3l = w3 — ¢ —1—|—2@—i-ﬁ—i-ﬂ
3 1 T1 T3
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2 X T
31 1 3 1
22 s 3E ( Tl l‘3>

2 T x T
a%§203—36<—1+2xz+x;+xi>

o Cuando k = 3 se debe resolver el siguiente sistema:
31 31 31, _
ag%ml + CL%T’L’Q + a?ﬁxg = v{,
a§%($2 + ?$1> + ang(xg + %xl) =wv3+e1
a31(x1 + §:E2) + a33(:1c3 + §$2) = U3+ &9

Nuevamente, resolviendo el sistema de manera andloga al anterior se

obtiene: )
a%%:vg—ﬂs —1+2§+@+@
3 rr  T1 T2

2 T T T
a§§:v3—36<—1+2$2+xl+3>

2 1
31 2 L1 | T2
a33—v3+35 4+m2+—$1

Asi se ha completado el cédlculo de los coeficientes de las matrices Ao
y Asde los jugadores 2 y 3.

Observacién 13 Al igual que en la Observacidn anterior, se tiene que:

* Los valores de los coeficientes de la matrices calculadas estdan bien definidos
y las matrices resultan no singulares.

4. Equilibrio de Nash y unicidad

Probaremos que el punto (z, y, z) es el unico equilibrio de Nash del juego.
Para ello verificaremos que el punto (z,y, z) = ((x1, 2, x3), (y1,Y2,Y3), (21, 22, 23))
con x € il, Y € f)g, z € 23 vy xs > 0,ys >0, zg >0 para s = 1,2, 3 resulta
un Punto de Equilibrio Nash. Es decir se deben satisfacer las inclusiones:
S(@) € J1(y); S(y) € Ja(2); S(2) € Js(x) (Teorema 9).
Esto efectivamente se cumple debido a:
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* Que todos los hiperplanos del primer jugador toman el mismo valor vq
sobre el punto y = (y1,y2,¥3), ya que ij? al? ys = v1. Entonces

Jl(y) = {17273} = S(fL’)

* Que todos los hiperplanos del segundo jugador toman el mismo valor v
sobre el punto z = (z1, 22, 23), ya que sz a?f’ zs = vy . Entonces

JQ(z) = {1>273} = S(y)-

* Que todos los hiperplanos del tercer jugador toman el mismo valor vs
sobre el punto x = (1,2, x3), ya que Zij aii rs = vs. Entonces

J3(z) = {1,2,3} = S(z).

Concluimos asf que en la construccion realizada anteriormente, el punto
prefijado es un Equilibrio de Nash

Chequearemos ahora la unicidad del Punto de Equilibrio de Nash.

Observemos que como consecuencia del Teorema 9, para que ello ocurra
se deben elegir funciones fa21, f32 v f13 que satisfagan: Para cada (k‘, k")
S 23 X 23 si f13 o) f21 o fgz(k‘) = k” entonces f130f210f32(/€”) 7é k*.

O equivalentemente: Para cada (5¢, j7) € Sax X si f320f130 f21(j) = 57
entonces si f320f130f21(57) # j°. o

O equivalentemente: Para cada (i‘,7”) € 31 x 31 si fo10f320f13(i¢) = 7"
entonces faj0f320f13(i7) # i‘.

En nuestro caso, al haber elegido las funciones f21(j) = 7 + 1, mod 3 ;
fa2(k) = ky f13(i) = 14, se satisfacen las condicién de unicidad de equili-
brio arriba mencionadas. Esto se hace asf para evitar ciclos menores donde
podrian aparecer otros equilibrios en las caras o vértices del simplex (esto
ocurrirfa por ejemplo si eligiéramos todas las f;; como funciones identidad).
Por lo tanto la construccién realizada tiene a (x,y,z) como Unico Equilibrio
de Nash.

Observacién 14 Mostramos a continuacion dos simples ejemplos de con-
strucciones de juegos q-ciclicos resultantes de acuerdo a las matrices aqui
definidas y los comparamos con los juegos definidos en Alaniz y Quintas

(2010).



Nuevas familias de juegos g-ciclicos con tinico punto de equilibrio de Nash ‘ 23

Ejemplo 15 Consideremos (x,y, z) € Y1 XYy X N3 con = (x1,x9,23) =
Y= (y1,92,y3) = 2 = (21,22,23) = (1/3,1/3,1/3), € > 0 arbitrario, v; =0
parai=1,2,3, f21(j) =j+1,mod3 ; fa2(k) =k y f13(i) =

En este caso tanto las proyecciones ortogonales (que se usan en el pre-
sente trabajo) como las medianas (que usan Alaniz y Quintas (2010)) se-
leccionan el punto medio de cada lado del simplex correspondiente y por lo
tanto ambas construcciones coinciden. Asi se tiene:

12 _
as] = —2¢
12 _
a3y = —2¢
a3 = 4de

Sitmilarmente se definen los coeficientes restantes y también resultan coin-
cidentes.

Ejemplo 16 Consideremos (z,y,z) € X1 X X X X3 con x = (1, T, 23) =
z = (21,22,23) = (1/3,1/3,1/3), y = (y1,v2,93) = (1/2,1/4,1/4), ¢ > 0
arbitrario, v; = 0 para i = 1,2,3, fo1(j) = 7+ 1,mod3 ; fs2(k) = k y
f13(i) =i

En este caso las construcciones que aqui se presentan implican que:

12 _
az1 = —¢€
12 _
CL32 = —¢
13
12
Q33 = 35

Mientras que las dadas en Alaniz y Quintas (2010)) prescriben:

12 _
a3] = —3¢
aé% = -3¢
(1133 = 3¢

Por lo tanto ambas construcciones definen distintos juegos con unico equili-
brio de Nash.
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5. Generalizaciéon de la construccién para juegos
ciclicos de n-jugadores

La construccién que realizamos anteriormente para 3 jugadores se puede
generalizar para juegos g-ciclicos de n jugadores con m estrategias cada
uno, de tal manera que el punto completamente mixto seleccionado resulte
el tinico Equilibrio de Nash del juego.

Damos a continuacién algunos detalles de los lineamientos que gufan las
construcciones de las matrices en el caso general. En este caso se construyen
la matrices de pago A; de cada jugador con ¢ = 1,2,....,n, y para ello,
en forma similar a lo hecho para 3 jugadores, se establecen nuevamente
condiciones sobre la funcién de Esperanza Matemdtica F; para que haya
tnico punto de Equilibrio de Nash.

Ast, se considera un punto arbitrario, z = (2,2, ...,zn) € [[;_7 D, €s
5

decir que:

(X1,Xg, ey X)) = ((X%,X%, ...,XII.H) , (x3,%3, ...,X?n) oo (X3, X5, 0, X0))

con Zii’f 2} = 1 paracadai=1,2,..,n.y 2t >0 paracadat =1,2,...m
y cada i = 1,2,...,n. Es decir, que |S (z;)|= m parai=1,2,..n.

Se eligen valores arbitrarios, v; con ¢ = 1,...,n, que luego resultarédn los
pagos esperados del punto de equilibrio.

Nuevamente se hacen proyecciones ortogonales de cada punto x; sobre
las caras opuestas a cada vértice del simplex correspondiente, resultando
en cada caso seleccionados m puntos sobre los cuales nuevamente se asume
que las funciones de pago tienen valores v; + €;.

Procediendo como en los casos estudiados en la seccién anterior se ob-
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tiene:
(m—1) o~
viteir | 2(m—1)+ > | para fu(s)=r
k,s=1"°
(l}% = k#r

(m—1) 2z o
v — & —(m—2)+ :+s§T l;%*? para f;(s) # r
S#p l#p

Observacién 17 Como 0 < zi < 1 los coeficientes de las matrices estdn
bien definidos. B

Cuando fji(s) =r, dichos elementos son asy > v;. Esto coincide con el
esquema geométrico desarrollado paran = 3 en donde en el vértice r -ésimo

del simplex X el hiperplano r-ésimo es mdzimo.

Cuando fji(s) #r; ais < v; asi en el vértice v -ésimo del simplex X; el
hiperplano r-ésimo no es mdximo alli.

Eligiendo nuevamente las funciones f;; como en la seccién anterior evi-

tando que se produzcan ciclos que generen pontos de equilibrios sobres las
caras o vértices de los simple (por ejemplo siendo todas funciones f;; como
funciones identidad salvo una de ellas que sea la identidad mas uno), se
obtiene tnico punto de equilibrio de Nash completamente mixto.
Dadas las matrices de pago Ay, Ao, ..., A, de los jugadores, en forma similar
a la realizada para juegos g-ciclicos con tinico punto de equilibrio (Alaniz
S. and Quintas L. G. (2010)), se eligen funciones f;; y ® que satisfacen:
Para cada (r/,7”) € XjaX;: @ o f; (') = 1", entonces @ o fj (r") # r' con
9 : Y; — X, resulta de hacer composiciones de funciones del tipo f;;.

Notacion 18 .

- (z7)" al vector transpuesto de ;.



26 ‘ PERSPECTIVAS. Revista de Andlisis de Economia, Comercio y Negocios Internacionales / Volumen 8 / No. 1 / enero-junio 2014

t ) .
- Vi = (vi, vi...vi)" a la matriz de tamano m x 1, con todos sus elementos
iquales a v.

. AZ al renglon j de la matriz del jugador .

A continuacién presentamos un esquema de la prueba de unicidad del
punto de Equilibrio de Nash.

Luego de verificar que la matriz de cada jugador es no singular, asumamos
que existe otro punto de Equilibrio de Nash (y;, y2, ..., yn) con valor espera-
do del juego wu;, esto es Ei(y1,Y2, ..., yn) = u; para i = 1,2, ...n.

Consideremos los siguientes casos:

» Caso 1: (y1,¥2,...,Yn) €s completamente mixto
Debido a que (y1,¥s2, .-, Yn) €s punto de Equilibrio de Nash se satis-
facen los sistemas:
a) Ai(zj) '=Vi y b)Ai(y) = Ui
Multiplicando por wu; a cada ecuacién del sistema a) y por v; a cada
ecuacioén del sistema b) y luego restando se obtiene:
Ai (uin — Viyj)t =0
siendo 0 la matriz nula de orden m x 1.

Las matrices A; son matrices no singulares, debido a que cada v; # 0
. . . . t
ya que los €, en consecuencia el sistema lineal homogéneo A; (ujxj — viyj)

= 0 tiene tnica solucién, la trivial. ujx; — viy; = 0, esto significa que,
wzd = vyl con s =1,2,....,m.

Como zje y; son vectores de probabilidad, en consecuencia, u; = v; y
por lo tanto: A; (z;)" = A; (y;)" en consecuencia z; = y;.

» Caso 2: El punto (y1,ye,..., yn) satisface que: S (y;) = S (x;) con ¢
€ {1,2,...,n}, excepto algin j € {1,2,...,n}, tal que S (y;) C S (z;)
con j # .

Asumimos que y; = (yg, yjé, e yi,...,ya_l,()) y que fj; (k) = k.
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* Sea k € S (x;) — S (y;), deberfamos probar fj; (k) ¢ S (i), en con-
secuencia: y;ﬂ( k) = 0., lo que es imposible, por hipétesis sabe-
mos que S(y;) = S(z;), y que (z1,%2,...,2,) s un punto de
Equilibrio de Nash completamente mixto, lo que implica que

1S (vi)| = |S (2)] = m.

En consecuencia, S (y;) = S (z;) para todo j = 1,2,...,n y por lo
probado en el caso 1, z; = y; por lo que (21,22, ..., Zy) €s tnico.

Caso 3: El punto (y1,yz2, ..., yn) que satisface que:
S(z;) €S (ys) para todo 1=1,2,...n

* Sea k € S (z,)—S (yn), en este caso, se supone k = m, fp,m—1) ( )
k, En el caso 2, se arrlboayf( k) = = 0, es decir, que y;, ' =

*

0
Seaj € S (zp—1)—S(y,_,), por hipétesis sabemos que S (yn_1) -
S (zn—1), en este caso, un j que cumple esta condicién es j =

Sea f(n—1)n—2) (j) = j + L modm. Denotamos con A iy 1) " 2)0)
al renglon fin—1)(n—2) (j) de la matriz del jugador n — 2. De-
berfamos probar que S (yn,—2) C Jn—2 (yn—1), por esta razon es

que, fn 1)n_2) (5) ¢ S (ya—2), por lo tanto, y?(;i)(nfz)(j) =0,

es decir, yj~ 2 =0.

*

Sea 1 € S(z7) — S (y1), y consideremos f1,(i) = i. Trabajando de
manera similar, a cuando S(y,,_,) € S(z,,_,), S(y,,) € S(z,),
se arriba a que fi, (1) ¢ Jp (y1).

Debido a que (y1,y2,...,yn) es punto de Equilibrio de Nash

S (yn) € Jn(y1), por esta razén es que: fi, (i) ¢ S(yn), en
consecuencia: yﬁn(i) = 0, es decir, y' = 0.

*

Ahora elegimos k € S (zn,) — S (yn), tal que

L(k) = fin (for (¢ (fan—1) (k)))) € S (yn)

La existencia de tal k, estd garantizado por (1).
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Denotamos con AX*) al renglén L (k) de la matriz del jugador n.
Por otro lado, k es tal que L(k) € S (y;1), y como (y1,Y2, ..., Yn)
es punto de Equilibrio de Nash, se cumple que: S (y,,) € Jn (y1)
(Teorema 9), por lo tanto, también se satisface la siguiente de-
sigualdad:

AE ()t < AE®) ()

Las desigualdades (3) y (4) son incompatibles, a menos que yé(r) = 0.
Pero, si esto ocurriera el vector y; es el nulo, y esto es un absurdo,
ya que es un vector probabilidad.

En consecuencia, es imposible que existe otro punto de equilibrio de
Nash del juego T, (y1,¥y2,..., ¥yn) que cumpla las condiciones dadas
en este caso.

6. Conclusiones y posibles extensiones

Las construcciones hechas en el presente trabajo generalizan varias de
las construcciones de articulos anteriores sobre unicidad de equilibrios de
Nash, obteniéndose nuevas familias de juegos n-personales g-ciclicos con
unico punto de equilibrio de Nash prefijado. Asi se extienden las construc-
ciones para juegos bimatriciales dadas por Marchi y Quintas (1987) y Quin-
tas (1988 al988 a) b)), las hechas por Alaniz, Giunta, Marchi y Quintas
(1991)) para juegos bimatrciales, y se dan construcciones alternativas a
aquellas recientemente presentadas por Alaniz y Quintas (2010) para jue-
gos g-ciclicos.

Al ser los juegos ¢-ciclicos un tipo de juego que sirven para modelizar
la interaccion de individuos en la Administracién Piblica entre usuarios,
prestadores de servicios y la cadena jerdrquica generdndose una estructura
ciclica, conocer una amplia familia de juegos con equilibrios tnicos permite
que se establezcan reglas que sean compatibles con los incentivos de los
jugadores para jugar en equilibrio y cuyo resultado sea previsible.

Posibles extensiones de estas construcciones pueden darse estableciendo
otras estructuras sobre cada simplex. También se podria estudiar (aunque
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la extensién no parece ser inmediata) otras construcciones para juegos Poli-

maticiales.
Recepcion: 25/11/2013.  Aceptacién: 17/03/2014.
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