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Introduccion

Durante los tltimos afios la teoria econdmica se ha orientado en forma creciente
hacia los problemas de toma de decisiones, consumidores que maximizan utilidades,
propietarios que maximizan beneficios, trabajadores que buscan las mejores oportuni-
dades, planificadores que buscan las mejores oportunidades para sus empresas, etc...
Consecuentemente la optimizacion, ya sea dindmica o estitica, cobra un interés cre-
ciente en Economia. Esta tendencia es explicable y posible por la creciente forma-
lizacién de la teorfa econdémica y la posibilidad de obtener resultados relativamente
precisos a partir de una técnica matematica cada vez mds ductil y rica.

Ciertamente la teoria econémica requiere de suficiente generalidad en sus supuestos
para que representen o se acerquen en forma satisfactoria a lo que se llama la realidad.
En la medida en que la matemdtica consigue generalizar sus supuestos y resultados
otras teorfas encuentran en ella una posibilidad de explicar hechos que son propios
no de la matematica sino de las teorfas que buscan una expresién mas formal de sus
supuestos y conclusiones. Entre ellas la teoria econdmica.

El propésito de este texto es exponer de manera clara y asequible los temas del
curso de Dindmica para los estudiantes de la maestria en Economia Matematica que se
imparte en esta facultad.

Por la diversidad del origen y la formacidn académica previa, asumimos que los es-
tudiantes no son especialistas en estos temas. El objetivo que buscamos es que cuenten
con los elementos adecuados de (1) Ecuaciones diferenciales (con un enfoque cualitati-
vo del comportamiento de las soluciones de las mismas) y de (2) Optimizacién estdtica
y dindmica, para comprender, analizar y trabajar con muchos de los principales mode-
los dindmicos que aparecen en el estudio de la Economia Matematica.

Las ecuaciones diferenciales representan, muchas veces, una abstraccién de impor-
tantisimo valor descriptivo y previsor de la evolucién de sistemas que se modifican con
el tiempo de acuerdo a leyes determinadas. Como toda teoria es un distanciamiento de
la realidad, existente objetivamente, y por lo tanto perfectible. Hablamos de una evo-
lucién tedrica que puede o no ser confirmada por la tozudez de los hechos llamados
reales a los que dice representar.

Tanto en Macroeconomia como en Microeconomia, las ecuaciones diferenciales
estdn presentes y son una importante herramienta para el andlisis econdmico, particu-
larmente en la Teoria del Desarrollo y en el andlisis del comportamiento de la economia
a partir de la llamada Ley de la Demanda, como en el estudio de politicas estabiliza-
doras. En tanto que dicha Ley aparece en populares teorias como rectora del devenir
econdmico, parece coherente que una teorfa econdmica le dedique algin capitulo de su
discurso, aunque sea para rebatir su existencia como hecho real.

Resulta paradégico que no se pueda decir, en primera instancia, nada acerca del
cumplimiento o no de una de las leyes mas famosas de la teoria econémica. Por otra
parte, el hecho de ser muy amplia la clase de las funciones que cumplen con los requisi-
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tos esenciales para ser una funcién demanda, a saber cumplir con la ley de Walras y ser
homogénea de grado cero, hace que restringirse al estudio de determinadas ecuaciones
diferenciales, en la teoria econdmica, suponga despreciar una cantidad importante de
informacion que estd contenida en al funcidén de demanda. Asi, por ejemplo, las posi-
bles trayectorias de un sistema dindmico p = kf(p) pueden ser muy complicadas, lo
que hace que su andlisis no siempre determine buenas aproximaciones, pues pequefios
errores de medida en el momento inicial pueden conducirnos a desviaciones importan-
tes del equilibrio, pues sin pérdida de generalidad, no hay seguridad en la convergencia
de las soluciones.

De cualquier manera, las ecuaciones diferenciales han sido y son ampliamente usa-
das (y con €xito) en algunas areas de la teorfa econémica, aunque en otros campos esta
sea mds estdtica que dindmica, poniendo mds énfasis en las ecuaciones del equilibrios
que en la dindmica. Lo anterior, entre otras cosas, porque los economistas son buenos
en reconocer los estados de equilibrio, pero malos para predecir como una economia
evoluciona desde el desequilibrio.

Vaya lo antedicho como advertencia para desprevenidos creyentes.

Aqui, més que en la técnica de resolucion de las ecuaciones diferenciales, nos con-
centraremos en el andlisis cualitativo de ciertos sistemas dindmicos. Veremos un teo-
rema de existencia de la solucién, resolveremos algun tipo elemental de ecuacién para
ilustrar la teoria, y nos concentraremos en el andlisis de la estabilidad de la solucidn,
particularmente el llamado método de Liapunov.

La optimizacién es una rama de la matemaética que ha tenido aportes de muchos de
los mas destacados matematicos de todos los tiempos, Bernoulli, Euler, Gauss, Lagran-
ge, Hamilton, Pontriaguin, s6lo para citar algunos de ellos, en los dltimos afios nuevos
desarrollos tedricos, que extienden los resultados a condiciones menos restrictivas y
las posibilidades computacionales hacen que sea posible y necesario su uso por otras
ciencias. Dedicaremos estas notas a la optimizacién dindmica y sus aplicaciones a la
economia. Mds bien deberiamos decir que estas notas estan dedicadas a la optimizacién
en teoria econdmica, pues el objetivo es resolver problemas que parten de la realidad
o de la teorfa econdmica cuya resolucion satisfactoria requiere técnicas propias de la
optimizacién dindmica.

Comenzaremos con una breve presentacion de la optimizacion estitica como pre-
texto para avanzar hacia la optimizacién dindmica, analizaremos primeramente el cilcu-
lo variacional, una excelente referencia es [Elsgolts] y luego veremos métodos propios
de la teoria del control dindmico, destacando aquellos aspectos que resulten de mas
interés para la resolucién de problemas emergentes de la moderna teoria econdmica.
La referencia clasica es [Lee, E. B. and Markus, L.]. La referencia fundamental para la
escritura de este texto ha sido [Hirsch, Morris W. et al].

Deseamos agradecer a diversas personas que han contribuido a la realizacion de éste
trabajo. A los estudiantes Jaime Velasco y Gustavo Benitez por su valiosa colaboracién
para la correccién e inclusiéon de imdgenes en el sistema de IATEX, asi como en su
configuracién definitiva.

A los alumnos de la maestria en Economia Matematica, con quienes hemos trabaja-
do en la imparticién de los cursos que dieron origen a estas notas. A las autoridades de
la Facultad de Economia de la UASLP por el apoyo brindado para éste y otros proyec-
tos , asi como para conseguir que la maestria sea reconocida dentro del registro PNPC
de CONACYT.

San Luis Potosi, S. L. P. Elvio Accinelli Gamba
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Capitulo 1

Teoria de las Ecuaciones
Diferenciales

1.1. Los ejemplos mas sencillos
La ecuacion diferencial

dx(t)
Cdr

es la mds sencilla y también es un de las mds importantes. Aqui x = x(¢) es una
funcién incégnita con valores reales de una variable ¢ y % es su derivada. La letra a
denota una constante.

Las soluciones de (1.1) se obtienen mediante argumentos del célculo infinitesimal:
si K es una constante cualquiera, la funcién f(r) = Ke® es una solucién, ya que

X =ax,a#0, donde x =

(1.1)

f'(t) =aKe" = af(t) (1.2)

y no hay otras soluciones. Para verlo, sea u(¢) una solucién cualquiera y calculemos
la derivada de u(t)e *:

d —at\ __ ./ —at —at
E(u(t)e )=u'(t)e " +u(r)(—a)e ™.

Sustituyendo u’ obtenemos:

d
dt

Por lo tanto, u(t)e”® es una constante K, de modo que u(r) = Ke®. Lo que de-
muestra la afirmacién.

La constante K que aparece en la soluciéon queda completamente determinada si
se especifica el valor up de la solucién en un tinico punto #y. Supongamos que a una
funcién x(¢) que satisface (1.1) se le pide que x(7p) = up; entonces K ha de satisfa-
cer Ke® =y y la ecuacion (1.1) tiene entonces una tnica solucién que satisface la
condicién inicial x(fy) = ug especificada. Esta es:

(u(t))e ™ = au(t)e ™ — au(t)e™" = 0.

x(t) = uge ).

1
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Por simplicidad se toma frecuentemente fy = 0, entonces K = uy. No se pierde
generalidad tomando 7y = 0 ya que si u() es una solucién con u(0) = up, entonces la
funcién v(¢) = u(t —19) es una solucién con v(fy) = up.

La constante a que aparece en la ecuacién x' = ax, puede ser considerada como un
pardmetro: si a cambia, la ecuacién cambia y lo mismo ocurre con las soluciones.

El signo de a, es crucial en este punto:

Sia>0, th’m Ke® es igual a o cuando K > 0, y es igual a —oo cuando K < 0.
—yo0

Sia =0, Ke* = constante.
Sia <0, limKe* = 0.
t—>oo
La solucién x(¢) = 0 es estable si a < 0 e inestable si a > 0. Sobre este concepto
volveremos més adelante. Como adelanto, vemos que si a # 0 se reemplaza por una

constante b suficientemente proxima a a, el comportamiento cualitativo de las solucio-
nes no cambia en un entorno de la solucién de equilibrio.

Ejercicio 1 Considere la ecuacion diferencial
x=t".
1. Encuentre las soluciones y grafiquelas para distintos valores de la constante.

2. Suponga que le interesa la solucion que en el momento t = ty se encuentra en
x(to) = xo. Escriba la solucién para este caso.

Ejemplo 1 Ajuste de oferta’y demanda en el caso continuo

qd:aerp, conb <0,a>0
¢  =c+dp, conc>0,d>0

Siendo ¢% la cantidad total demandada del producto, ¢° la oferta y p el precio
unitario. Supongamos que estas cantidades se modifican con el tiempo. La ecuacion
diferencial de ajuste de demanda y oferta es:

p:a(qdqu),(x>0.

Sustituyendo resulta

p=afa—c)+(b-d)p|, a>0, (1.3)

de donde obtenemos

p—olb—dlp=ala—c). (1.4)

Observe que esta ecuacion corresponde a una ecuacion lineal no homogénea de
primer orden. Siendo lineal porque la variable p y su derivada solo aparecen elevados
al exponente 1. Resulta no homogénea, pues a diferencia de la ecuacion (1.1), el se-
gundo término no es cero, y es de primer orden, pues la derivada de mayor orden que
aparece es la primera.
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En general, una ecuacion diferencial lineal de orden n con coeficientes constan-
tes, es de la forma
-1
apy" +an—1y"" +...tary+ao = f(t),

donde los coeficientes ay, . .. ,ap son constantes. Si ademds f(¢) = 0;Vt entonces se
dird homogénea y no homogénea en otro caso.

Nos concentraremos en lo que sigue en las ecuaciones diferenciales de primer or-
den. Dejaremos las de érdenes mds elevado para mds adelante.

La forma general de una ecuacién lineal de primer orden, no homogénea como la
ecuacion (1.5) es :

ary' +agy = f(1), (1.5)

para la cual, en el caso particular, f(f) es constante y resulta f(¢) = o(a —¢).
Su solucién puede encontrarse de la siguiente forma:

1. Se busca primeramente una solucién de la ecuaciéon homogénea correspondiente,
es decir de la ecuacidn:

ary +apy = 0.

Llamemos a esta solucién yy,.

2. Esta solucién, como ya sabemos, serd de la forma y = Ke . A partir de esta
buscamos una solucién particular y,. Obtendremos al solucién en la forma y7 =

Yn+Yp-
3. Obsérvese que si yr es solucién se verificard entonces que
/
aryy, +aoyp = f(1).

a) En el caso en que el segundo miembro sea constante, es decir, de la forma
f(t) = C entonces y, =

ay+ap”
b) En otro caso, se podra buscar la solucién utilizando el método de la varia-
cion de la constante.

4. Considere yr(¢) = K(t)e~”, asumiendo que C(¢) es una funcién derivable, derive
yu(f) y sustituya en la ecuacién original. Obtendrd una ecuacién del tipo:

K =Cé".

5. Integrando obtendrd K (¢) = [ f(t)edt + K.

6. Luego sustituyendo en Y; obtendra
yr(t) = e’b’/f(t)eb’dt—l—Koe*bt.

7. Verifique que efectivamente esta es una solucién.
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8. Si el valor de la variable y en el momento fy es conocido, y(fy) = yo entonces
podra buscar la solucién en la forma:

t
yr(t)=e" [ f(2)e" dT+yoe ™"
fo
9. Verifique que el método de la variacién de la constante también puede ser usado
para el caso en que f(f) es constante.
Ejercicio 2 Considere nuevamente la ecuacion de ajuste de oferta y demanda.

1. Obtenga la solucion para el caso de la ecuacion (1.4).

2. Observe que si el valor de p(t) es conocido en 1, siendo p(ty) = po, entonces,
en el caso en que b—d # 0, la solucion para esta ecuacion serd de la forma:

_c-a a=c| ~alb-d)-1)
pt) = —+ {po+b_d}e :

3. Discuta la solucion parat — oo.

1.1.1. Variacion de Parametros

Resolveremos una ecuacion diferencial de grado superior.

Ejemplo 2 (de solucion por el método de variacion de pardmetros) Resuelva x*y" —
3xy’ +3y = 2x*e".

Puesto que la ecuacion es no homogénea, primero se resuelve la ecuacion homogé-
nea asociada. De la ecuacion auxiliar (m—1)(m—3) = 0 se encuentray. = c1x+cx°.
Ahora, antes de usar la variacion de pardmetros para encontrar una solucion parti-
cular y, = u1y1 +usys, recuerde que las formulas u; = % yuh= % donde Wy, W,
W son los determinantes wronskianos del método de solucion de las ecuaciones dife-
renciales de segundo orden, que se dedujeron bajo la suposicion de que la ecuacion
diferencial se escribié en la forma estandar y" + P(x)y' + Q(x)y = f(x). Por lo tanto,
dividiendo por X% la ecuacion dada,

/

3 3
y/_iy/+72y:2x2ex
X X

hacemos la identificacion f(x) = 2x>e*. Ahora cony; =x, y) = x°, y

3 0 x3

XX 3 5% x 3%
W= =2, W = =-2xe", W = =2x"e

1 37 P 202" 322 P 2aet
encontramos

A _ZxSex C Pyl = 2x3¢* _
! 2x3 2723
La integral de la iltima funcion es inmediata, pero en el caso de u) se integra
por partes dos veces. Los resultados son uy = —x*e* + 2xe* — 2¢* y up = €*. Por tanto

Yp =u1y1 +uxyz es
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yp = (—xPe" +2xe" —2¢") x+ 'x’ = 20" — 2xe".

Finalmente,

Y=Yc+Yp= C1x+ cx +2x%e* — 2xe”.

1.1.2. El modelo de Solow
Consideraremos solamente el caso continuo.
1. SeaY = F(K,L) la funcién de produccidn.

2. Se asume que F es homogénea de grado uno, por lo que haciendo % = %F (K,L)
obtendremos entonces y = f(k) siendo y = % yk= %

3. El modelo asume ademds que f es derivable dos veces al menos y céncava.

4. Supone la tasa de crecimiento de la poblacién constante, es decir L =nLy L(0) =
L.

5. Las ecuaciones del modelo son:

I=K+08K
S=sY
sY =K+ 6K
6. A partir de k(¢) = % obtenemos
. LK—KL
k =
12
Equivalentemente:
LK KL
LL LL
es decir ) .
. K L
k=——k—. (1.6)
L L

7. Siendo K = 8K — 5y §i.
8. Sustituyendo en (1.6) obtenemos para el capital per cdpita la ecuacidn diferencial

k— (n+8)k = sf(k). (1.7)

La ecuacioén anterior, en principio, no es facil de resolver, no obstante considere el
siguiente ejercicio:

Ejercicio 3 Sea f(k) = ak® donde a >0y 0 < a < 1. Obtendrd:

k—(n+ &)k = sak®. (1.8)
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1. Resuelva la ecuacion diferencial anterior. (AYUDA: Divida ambos miembros en-
tre k% y considere el cambio de variable: v = k'~%. Resuelva ahora la ecuacion
diferencial lineal de primer orden que resulta).

2. Muestre que existen dos puntos estacionarios k1 y ky, es decir, dos soluciones de
la ecuacion anterior, para las que se verifican k(t) = constante es decir k(t) = 0.
Estos puntos son llamados puntos fijos o de equilibrio del sistema.

3. ;/Qué sucede si el sistema en el instante ty no estd en equilibrio, es decir, si
k(to) 75 ki, ky?

NOTA: El hecho de ser posible encontrar una solucién, y que cualquiera sea el me-
canismo por el que la buscamos, si efectivamente la obtenemos, podemos estar seguros
de que no hay otra, lo garantiza el teorema de existencia y unicidad de la solucién que
veremos mds adelante.

1.1.3. Otros ejemplos

Ejemplo 3 de modelos de difusion Los modelos de difusion, hacen referencia a in-
novaciones tecnologicas (como por ejemplo la adopcion de la telefonia celular) y su
adopcion en la sociedad, o bien al contagio de una enfermedad, o al crecimiento de
una poblacion. Todos ellos presentan las siguientes principales caracteristicas:

1. En el principio solo afectan a unos pocos.
2. Paulatinamente se difunden en forma acelerada al conjunto de la sociedad.
3. Llega un momento de saturacion y su difusion comienza a ser mds lenta.

4. Existe una cantidad de saturacion.

Veamos como podemos, a partir de estos datos, hacernos una idea del comporta-
miento de un proceso de difusion. Claramente la caracterizacion realizada muestra un
proceso de difusion en forma de S, pero veamos un poco mds:

Supongamos que N(t) sea el niimero de afectados por el proceso, las caracteristi-
cas enunciadas nos llevan a la siguiente ecuacion:

N(t) = (1) (m— N(1).
De esta forma resulta que
1. m es el niimero mdximo de posibles afectados.

2. g(t) es el coeficiente de difusion, representa al tasa de difusion en el instante t. Si
g(t) es pensado como la probabilidad de adopcion de la nueva tecnologia, o en-
fermedad, en el momento t entonces g(t) (m —N (t)) representa el valor esperado
de nuevos afectados.

Ejercicio 4 Aunque g(t) puede asumir formas muy diferentes, en muchas aplicaciones
se considera

g(t)=a+bN()

de donde resulta
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poe(302) (-2

Para resolverla, considere

1. v(t) = MO de donde resulta

! dAN(1) _ 1 dv(r)

dt m dt

2. Sustituyendo, se sigue que: v(t) = (£ +bv(1)) (1—v(r)).
3. Hacemos ahora el cambio de variables: F(t) = 1 —v(t) resulta entonces: F (t) =
b((ﬁ +1) —F(t))F(t)

4. Obtenemos entonces la igualdad:

dF
/ —b / dt +co.
(G +1)—FO)F @)
Considere ahora la igualdad
1 1 1 1

(G +)-FOVF@ Gt [FO (Gr—F

5. Sustituya en la igualdad anterior, entre integrales e integre. Obtendrd la solucion

(£ +1)F (1)

(e A )

F(r)=

siendo F(fo) =1 v(to) — M

m

6. Obtenga N(t).
7. Grafique N(t) y N(t), calcule th;m N(7).

Si bien para resolver las ecuaciones diferenciales lineales existen métodos propios,
como veremos, estas pueden ser resueltas transfromandolas en sistemas lineales de
ecuaciones diferenciales.

1.2. Sistemas lineales de ecuaciones diferenciales de pri-
mer orden

Un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden, en general, tiene la forma
x=f(t,x) conx(tp) =xpdonde x: .# - R"y f: .7 x 7 — R", siendo .# el intervalo
en el que interesa encontrar las soluciones, asumimos que x(1) € &, Vt € ..

En lo que sigue, en general, nos limitaremos a trabajar con sistemas de ecuaciones
diferenciales lineales de primer orden.

Un sistema lineal de ecuaciones diferenciales puede representarse en la forma

x=Ax+h(r)
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donde x: R — R", Aesunamatrizn xnyh: R —R".

Si el dominio de A es un subconjunto de R entonces restringimos el estudios del
sistema a este dominio. Si consideramos /(z) = 0 para todo ¢ entonces tenderemos un
sistema lineal de ecuaciones diferenciales homogéneo.

Consideremos para comenzar, un ejemplo sencillo que nos servird como referente
en lo que sigue. Es un sistema lineal de dos ecuaciones diferenciales con dos funciones
incdgnitas en la forma:

/
e an (1.9)
Xy = a2X2
Este es un sistema muy simple, pero muchos sistemas pueden reducirse a esta
forma. Como no existe una relacién especificada entre las dos funciones incégnitas
x1(t),x2(t), se dice que estdn desacopladas o bien que el sistema es desacoplado. Las
soluciones podemos encontrarlas facilmente.

x1(t) = K1, Kj = constante
x2(t) = Kye®', K, = constante.
Las constantes quedan determinadas si se especifican las condiciones iniciales:
x1(to) = w1, x2(to) = us.
En general, desde un punto de vista geométrico las soluciones de un sistema de
n ecuaciones diferenciales x = f(¢,x) con condiciones iniciales x(#y) = xp determinan

una curva solucién {(t,x(t)) ed } C R™*! que en el momento £y pasa por el punto

Xo, y con la direccién f(#,x) en cada punto (z,x) del dominio de f.

Precisamente, resolver una ecuacion diferencial con condiciones iniciales signi-
fica: encontrar una curva (t,x(t)) para todo ¢ en un cierto intervalo especificado en el
problema, satisfaciendo las ecuaciones y, ademds, que en t = O verifique las condicio-
nes iniciales.

Muchas veces resulta de utilidad analizar la proyeccién de esta curva en R", es decir
considerar solamente los valores x(¢) para cada t € .#. Esta proyeccién tiene sentido
para el caso n =2 o n = 3 pues en otro caso resulta imposible dibujar. El espacio en
el que proyectamos se conoce como el espacio de fases, la curva correspondiente a
la solucién pasard por el punto x(¢) de dicho espacio en la direccién de la tangente
definida por f(z,x).

Para un sistema lineal de ecuaciones diferenciales de la forma X = Ax, a cada punto
x del plano, le asociamos el vector Ax basado en x. O bien, dicho de otra forma, a cada
punto x del plano le asociamos el segmento dirigido que va desde x hasta x + Ax.

Ejemplo 4 Considere aj =2, ay = f%. Al punto x = (1,1) le asociamos

(1,1)+A( ! ):(1,1)+(z,—;)=(3,;).

Las condiciones iniciales, u = (uj,u;) del sistema % = Ax representan un punto en
el plano, y exigen que se seleccione aquella curva del plano, solucién del sistema que
en ¢t =ty pasa por u en la direccién Au.

Para cualquier sistema lineal de dos ecuaciones diferenciales con dos incégnitas,
asociando a cada punto del plano x el vector Ax obtenemos el diagrama de fases co-
rrespondiente a las condiciones iniciales del problema. Para esto dibujamos una can-
tidad suficiente de vectores Ax con base en puntos x y fin en x + Ax. Luego es posi-
ble representar graficamente la curva solucién x(z) considerada como una aplicacién
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x:.# — R?, pues para cada t pasard por x(¢) con la direccién Ax(¢) verificando la
condicién x(fp) = xo.

1.2.1. Flujo de un sistema dinamico

Considere el sistema dindmico x = f(¢,x) donde f(¢,x) es un campo vectorial.
Fijadas las condiciones iniciales xq en cierto = #y es decir x(fy) = xp la solucién del
sistema describe la trayectoria de este punto inicial a lo largo de la solucién hasta un
momento final. Este proceso puede ser caracterizado por el flujo ¢ : .# x Z — R” que
representa la solucién del sistema, es decir:

T+t
x(to+17) = ¢(v,0,%0) =x0 + | f(s,x(s))ds.
0

Dicho flujo verifica las siguientes propiedades (de grupo)
1. ¢(0,¢,x) =x.

2. ¢(t+0,t,x) = ¢(0,1,¢(1,1,x))V (t,x) € & x Z siendo Ty G incrementos de
t,talesquetr+Tyr+174+0€ S,

Flujo de un sistema dinamico auténomo: Dada la solucién x(¢) de un sistema
auténomo x = f(x) donde f : R" — R”", definimos el flujo del sistema por una funcién
¢ : .7 x 9 — P continua, tal que:

1. 9(0,") = Idg,

2. ¢(t+s,x)=¢ (t,(])(s,x)) Vi,seRxeM,

de forma tal que ¢ (¢,x) corresponde a la curva solucién del sistema en (#,x). Ob-
sérvese que si x(0) = xg entonces ¢(0,x0) = xo y ademds ¢ (¢ +s,x0) = ¢ (s, 9(,%0)).

Ejemplo 5 Consideremos nuevamente el sistema 2 X 2 desacoplado

X1 =daixy
Xy = axx;
con x1(0) =u; yxp(0) = up. La solucion de este sistema tiene la forma (ule“” , uzeazt).

El flujo es la familia de transformaciones lineales ¢, : R> — R? definida por ¢ (t,u) =
(m el uze“Z’). Obsérvese que

1. (0,u)=u
2. @(t+s,u)= (ulem(ws),uzeaz(lﬂ)) — ((Mle””)e“'s, (uzeaﬂ)ea”) _ ¢(s,¢(t,u)).

Considere una familia de transformaciones dependiente del pardmetros € &, ¢(t,-) :
R" — R", definida por

¢(t’u) = (¢1(t7u)7¢2(t7u)7'-'a¢n(t’u))

tal que ¢; : R” — R representa la coordenada i-ésima de la curva x(¢) solucién del
sistema % = f(z,x) que en ¢ = 0 pasa por u, es decir, x(0) = u. Esta familia monopara-
métrica se denomina flujo del sistema.
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Para cada t € .7,¢(t,-) es una transformacién del espacio de fases en él mismo.
Representa la posicion de una particula en el momento ¢ cuya dindmica estd dada por
x = f(t,x), la que en el momento # = 0 se encuentra en el punto de coordenadas u =
(u1,un,...,u,). Observe que esta familia de transformaciones correspondiente al caso
f(t,x) = Ax es una familia de transformaciones lineales en R”.

1.2.2. Unicidad de la solucion del sistema desacoplado

Considere el siguiente sistema desacoplado de ecuaciones diferenciales:

X =Mx
i =l
Xn = AnXy

Un sistema desacoplado presenta dnicamente soluciones de la forma x;(¢) =
Para ver esto considere una solucién del tipo v(r) = (vi(t),v2(t),...,va (t)) ara el
sistema anterior. Sea w;(t) = v;(t)e *!, i = 1,2,...,n. Se tiene que wl(t) = ( )f
Avi(t))e~*, teniendo en cuenta que v(t) es solucmn se sigue que: w;(t) = (l v,
k,-vi(t))e’lit =0, es decir, que wi(t) = ¢;, i = 1,2,...,n. Por lo tanto, v;(1) = c;e*

1.3. Sistemas lineales de Ecuaciones diferenciales con
autovalores reales distintos

La idea es resolver un sistema de ecuaciones diferenciales transformandolo hasta
llevarlo a una forma canénica, relativamente facil de resolver. En particular, esto se lo-

gra cuando el sistema puede transformarse en un sistema desacoplado. Comenzaremos
la seccidn repasando algunos conceptos de dlgebra lineal.

1.3.1. Bases y cambio de base en R”

Sea E en espacio vectorial y sea & = {by,...,b,} una base de E. Cada base en
el espacio vectorial asigna a cada z € E un sistema de coordenadas (xi,...,x,) donde
z=x1b1+...+x,b,. Para cada vector 7 fijo, podemos considerar a cada coordenada x;
como una funcién lineal x;z : E — R, y consecuentemente considerar una aplicacién
¢z : E — R" definida como ¢(z) = (x1%(2),...,%.%(z)). Cada base clegida tendrd
asociado un sistema de coordenadas tnico.

Ejemplo 6 Si en particular elegimos z € R? tal que en la base candnica

C = {61 = (170); € = (0,1)},

el vector z tiene las coordenadas (3,—4), entonces

9 (2) = (3,—4).

Pero si en lugar de la base candnica elegimos la base

B={b1=(1,1); by =(2,1)},
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entonces ya no es tan sencillo.
En este caso debemos considerar el sistema de ecuaciones

(3,=4) =x1(2)(1, 1) +x2(2) (2, 1).

Luego tendremos que resolver el sistema lineal:

3=x1(2)1 +x2(2)2
—4 =x1(2)1 +x2(2)1,

de donde obtendremos que x\(z¢) = —11 y x2(z¢) = 7. Por lo que ¢5(z¢) =
(=11,7). Es decir que el vector 7 tendrd las coordenadas (3,4) en la base candni-
cay (—=11,7) en la segunda base elegida. Equivalentemente zy = 2e| —4ey y 2 =
—11by +7bs.

Nuestra primera pregunta es: ; Como se relacionan los sistemas de coordenadas
en bases diferentes?

Para contestar a esta pregunta consideremos en un espacio vectorial E las bases
%, ={bi,...,b,} alaque llamaremos vieja, y B, = { fi,...,  } ala que llamaremos
nueva, con sus respectivos sistemas de coordenadas x = (xy,...,%,) Yy = (J1,--+,Vn)-

Cada vector z € E de la base nueva f;, puede ser expresado en términos de la base

n

vieja, supongamos que f; = ), p;jb;, i =1,...,n. Entonces:
j=1

fi=pib1+ ...+ pinbn,

es decir, que x;(f;) = pij, con i,j =1,...,n o bien, ¢ (f;) = (p1i,...,Pni) con
i=1,...,n. En forma simbélica (emulando la notacién matricial) podemos escribir
esto de la siguiente forma:

? Pil P12 oo~ Pl Zl
2 2
Pl (p P2 P : (1.10)
fn Pnl Pn2 -+ Pnn b,

Resumiendo f = Pb.

A la matriz P’ la llamaremos matriz de cambio de base de la vieja a la nueva
base: PT = M".

Esta matriz es invertible (;por qué?) y su inversa es la matriz de cambio de base de
la base vieja a la nueva, es decir:

_ -1
my = ()~ = (P")
Procedimiento para el cambio de base

Expresemos a z € E mediante el sistema de coordenadas de la base nueva:

z=y1(@)fi +y2(2) o+ (@) fa- (1.11)
Expresamos cada elemento f; de la nueva base por su sistema de coordenadas en
la base vieja, es decir, xj(fi) = pij,conti, j=1,...,n, obtendremos:

2=y1(2) Y. p1jbj+1(R) Y. p2jbj+ ... +y1() Y Pujbj- (1.12)
J J J



12 CAPITULO 1. TEORIA DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES
Ordenando términos obtendremos:
=X (Z)b1 —‘y—)Cz(Z)bz +... —i—xn(z)bn

Donde cada x;(z) = y1(z) p1i +y2(2) p2i + - 4 Yn(2) Pui-

Lo que expresado en forma matricial luce como:

11 P p2a - pm| (1
X2 Pi2 pn ... pm| |2 (1.13)
Xn Pib Pn .-+ DPnn Vn

Resumiendo y comparando las matrices en las ecuaciones (1.10) y (1.13) se tiene:
x=PTy, obien: (PT)~'x =y, es decir que la matriz de cambio de base P’ es aquella
cuya j—ésima columna corresponde a las coordenadas del vector j—ésimo de la base
nueva, expresado en términos de la base vieja. Luego, para pasar del sistema de coor-
denadas viejo al nuevo, trasponemos e invertimos la matriz de cambio de base, y se la
aplicamos al sistema de coordenadas de la base vieja.

Siguiente pregunta: ; Como se relacionan las expresiones matriciales de una mis-
ma transformacion lineal correspondientes a dos bases diferentes?

Consideremos una transformacion lineal T : E — E cuya matriz asociada en la base
vieja es A y en la base nueva es B. Supongamos que 7 pone en correspondencia a cada
vector z € E el vector w € E y que adquiere la forma Tx(z) = x(w) en la base vieja
y, consecuentemente, 7y(z) = y(w) en la base nueva. Asumimos que que en forma
matricial (en la base vieja) se expresard como: Ax(z) = x(w) y respectivamente (en
la nueva base) By(z) = y(w), es decir, que A pone en correspondencia vectores cuyas
coordenadas estan expresadas en la base vieja con su transformado por T en la misma
base. Andlogamente para A.

La siguiente igualdad se sigue de lo anterior:

(P")'Ax(z) = (PT) ~'x(w) = y(w) = By(2),

luego

(PT)~'APTy(z) = By(z) = y(w),
o bien
By(z) = M,AM,)y(z) = y(w).

Dado que esta igualdad se cumple para todo z € E se llega a que:

-1
1. B= (P")" APT lleva vectores expresados en la base nueva a su transformado
por T en la base nueva.

2. A= (P")B(PT) ! leva vectores expresados en la base vieja a su transformado
por T en la base vieja.

En lo que sigue, vamos a tener interés solamente dos bases particulares: la canénica
que serd la vieja y la de vectores propios que serd la nueva.
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Teorema 1 Sea A una matriz n X n que tiene n autovalores diferentes: A1, A3, ..., A,.
Entonces existe una matriz n X n invertible, Q, tal que:

QAQ™ ! =diag{A, Xa,..., 2.}

Demostracion: Sea {ey,...e, } la base canénica de R". Sea T el operador de R" en
R” cuya matriz en la base canénica es A. Supongamos que {fi, f2,..., fs} €s una base
de autovectores de A, de modo que Af; = A;f;,coni=1,...,n.Sea f; = (fi1,..., fin) €l
sistema de coordenadas de los vectores propios en la base candnica. Sea Q la inversa
de la matriz cuya columna j—ésima estd formada por las coordenadas de f; en la base

canonica (la base vieja). Resulta Q = (PT)il, entonces QAQ ! es la matriz de T en

la base de vectores propios (la base nueva). Esta matriz tiene en esta base la forma
diag{A,..., Ay }'. @

Observacion 1 La Q se obtiene invirtiendo la matriz cuyas columnas son las coorde-
nadas de los vectores propios expresados en la base canonica, es decir, invirtiendo la
matriz de cambio de base de la canonica (base vieja) a la base de vectores propios (la

nueva). Esto es Q = (P") -

1.3.2. Aplicacion: Resolucion de sistemas lineales con valores pro-
pios diferentes

El siguiente teorema es constructivo y muestra un método para resolver sistemas
de ecuaciones diferenciales lineales para el que los valores propios de la matriz del
sistema A sean reales y diferentes.

Teorema 2 Sea A un operador sobre R" que tiene n autovalores distintos. Entonces,
para todo xo € R", la ecuacion diferencial lineal:

x' = Ax; con x(0) = x, (1.14)
tiene una solucion tinica.

Demostracion: Por el teorema anterior, sabemos que existe una matriz Q invertible
tal que la matriz QAQ~! es diagonal:

QAQ ' = diag{A,22,...,2,} =B

donde A1, A,,..., A, son los autovalores de A. Introduciendo las nuevas coordenadas
y=QxenR" conx= Q~y, tenemos

Y = 0x = QAx = QAQ ™y,

de donde resulta el nuevo sistema:

y' = By.

Como B es diagonal, la solucién de ese sistema es:

yi=Aiyi; con i=1,2,...,n. (1.15)

l

'Esto resulta de que APT es una matriz B cuya j—ésima columna es A;fj. Luego (PT)le =
diag{Ar,..., An}.
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Sabemos que la ecuacién anterior tiene una tnica solucién para cada condicién
inicial y la sabemos calcular, pues es un sistema desacoplado:

yilt) = yi(0)e™".

Para resolver (1.14), s6lo nos resta llevar la solucion del sistema desacoplado expre-
sado en la base (nueva) de vectores propios de A a la base (vieja) candnica. Pongamos:
¥(0) = Oxp. Si y(t) es la solucién de (1.15), entonces la correspondiente solucién para
(1.14) es:

x(1) =07 y().

Mais explicitamente,

x(0) =07 (11 (0. ,/1,1(0)&11)7.

Siendo Q™! la traspuesta de la matriz cuyas columnas son “los vectores propios
colgados”. e

Ejemplo 7 Encontrar la solucion general del sistema:

/
X1 = X1
x’z =x1+2x
x/3 = X1 —X3.

La matriz correspondiente es:

1 0 O
A=|1 2 O
1 0 -1

Sus valores propios son 1, 2, —1. Son por lo tanto reales y distintos. La matriz B
para el nuevo sistema (desacoplado) es

que tiene por solucion:

<
W
=
-~
o)
Il
[
<

Ahora debemos encontrar los autovectores, esto es, los f; € R3 que verifiquen las
siguientes igualdades:
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[A—AI)fi =0.
El lector deberd comprobar que estos son:

fl = (27_172); f2 = (07 170); f3 = (07071)

La matriz de cambio de base traspuesta se obtiene poniendo en las columnas las
coordenadas de los autovectores:

2 00
o'=P'=|-1 10
2 01
De la igualdad x = PTy se obtiene:
x1(t) = 2ae'

x2(t) = —2ae' +be?

x3(t) = ae' +ce".

Para resolver el problema con condiciones iniciales
x,-(O) = U;

hemos de seleccionar a, by c apropiadamente:

x1(0) =2a
x(0)=—2a+b
x3(0)=a+c

Por lo tanto, debe resolverse el sistema lineal:

u1:2a
uy=—2a+b
uz=a-+c

con incognitas a, b, c.
El siguiente teorema es consecuencia inmediata del teorema anterior.

Teorema 3 Sea A una matriz n X n con n autovalores diferentes y reales, A, ..., A,.
Entonces toda solucion del sistema:

x' =Ax; con x(0)=u
es de la forma:

An

xi(t) =cine™ + .. +cpe™, con i=1,...n,

para unas ciertas constantes ci, . . . ,Cin univocamente determinadas por las condi-
ciones iniciales.
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Mediante este teorema obtenemos informacién sobre las caracteristicas de las so-
luciones, atin sin obtenerlas explicitamente. Por ejemplo: si todos los autovalores son
negativos, entonces:

}Lr?ox(t) =0

para toda solucién. Volveremos sobre este tema mds adelante.
Por otra parte el teorema (3) conduce a otro modo de resolucién de un sistema con
valores propios diferentes. Para ver esto, escribimos:

X,'(t) = Zcijetkj, con i=1,...,n,
J

sustituimos en

¥ =Ax, con x(0)=u.

y consideramos los ¢;; como incdgnitas.
A continuaci6n, igualamos los coeficientes de ¢'% y resolvemos los ¢; ;. Este méto-
do se denomina de los coeficientes indeterminados.

Ejemplo 8 Consideremos el caso anterior:
)C/l = X1
x'2 =x1+2x
xg = X1 —X3
con la condicion inicial x(0) = (1,0,0).

De acuerdo al teorema (3) y dado que los valores propios son 1, 2y —1, escribimos
las soluciones en la forma:

1(t) = crie +cppe® +cize ™,

=

)
2(2‘) = Czlet + 62262t + 02364,
)

=

2 —
3(t =C31€t+6‘326t+6‘33e t.

=

A partir de la identidad x| (t) = x; (t) obtenemos:

crp=c;3=0.
Basta derivar y reemplazar en la igualdad. De la identidad xy = x| +2x; igualando

los coeficientes de los e obtenemos el sistema lineal:

c21 = c11 + 231,
2c20 = c12 +2c22,
—c3 = c13 +2¢23,

resultando cy1 = —c11, y ¢23 = 0. Trabajando andlogamente con la ecuacion x’3 =
X1 — x3 obtenemos:

1
€31 =701y =0.

Sin haber utilizado aun la condicion inicial llegamos a:
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(Z) :clle

(l‘) —ci1€ +C22€2
(t) = 7C11€ +c33e r
A partir de (x1 (0),x2 ) =(1,0,0) llegamos a que

1
cii=1, ec;x=1, €33="7

Por consiguiente, la solucion es:

1
x(t) = (¢, —e' + ¥, Ee’ - Eeft).

Observacion 2 La conclusion del teorema (3) es falsa para ciertos operadores, cuan-
do existen valores propios reales repetidos.

Para ver esto basta considerar el caso:

/

X1 = Xl

/ .
X, = X1+x2.

Obviamente se obtiene x| (¢) = ae’, siendo a una constante. Pero no existe una
solucion x;(¢) = be'. Puede comprobarse que la solucién en este caso es de la forma:

x1(t) = aé,

x(t) =é'(at +b).

1.4. Exponenciales de operadores.

Con el objetivo de resolver sistemas lineales de ecuaciones diferenciales de orden
n consideraremos la exponencial de un operador.

Definimos ahora una importante serie, que generaliza la serie exponencial usual.
Para todo operador 7' : R" — R" se define:

o0 Tk
exp(T)=el =) —
k!
=0
La siguiente proposicién resultard de interés:

Proposicion 1 Sean A =3Y7 (A; y B = Y ( By dos operadores absolutamente con-
vergentes en R". Entonces AB = CY.”C; siendo C; =Y j y—; A By resulta ser un ope-
rador absolutamente convergente.

Demostracion:
AB =l [ (T} ) (T Bi) + €4 (Ko Be) + €5 (XA ) +Eaen] =

= 1iMyse0 [L_o C + €]

cong, —0,n— 0.0
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s . . e TH
Proposicion 2 La serie exponencial Y 7, % es absolutamente convergente.

Demostracion Sea ||T || < a. se sigue que ||T* /k!|| < ok /k!. Luego i | T* /k!|| <
Yo o /k! serie esta que converge a e*. Ahora por el criterio de comparacién se sigue
la convergencia absoluta de e’ .

Ejemplo 9 Sea T una transfrmacion lineal, que en cierta base toma la forma diagonal,
es decir:

aq 0 0

0 ay ... 0
A= . . :

0o 0 ... a,

Su exponencial se obtiene tomando las exponenciales de cada uno de los elementos de
la diagonal principal:

e 0 0
0 e 0
A= .
0 o0 e
Ejemplo 10 Sea
Al 0
0 A 1 ... 0
A=|0 O ... 0
0 0 0o A
Su exponencial toma la forma
At et e
e i 27 n—11
A
0 ¢ eT' ne—XZV
— A
A=10 0 e —
0 0 .. 0 ¢

Ejercicio 5 Comprobar las afirmaciones hechas en los dos iiltimo ejemplos.

1.4.1. Propiedades del operador exponencial

Se pueden considerar a A y ¢4 como matrices, en cuyo caso ¢'4A es su producto.

Las siguientes propiedades del operador exponencial pueden verificarse con relati-
va facilidad:

Sean P,S,T operadores en R". Entonces:

1) si Q = PTP ! entonces: e€ = Pe' P!

2) si ST = TS entonces: 57 = SeT
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Proposicion 3
d
— e = A = 1A
dt
. (t+h)A _ 1A . hA _
hmh_>0 % = hmh_>0 e’A [eTI} = etAA.O

1.4.2. Ejercicios

Ejercicio 6 (Exponencial de un operador)?
Se define exp(T) =e! =Y, %k La definicion habitual para k! factorial de k.

(i) Muestre que si Sy T son operadores lineales en R" entonces

1. Si ST =TS entonces e57T = el eS.

2. (5T =eS.

3. Si Q=PTP ! entonces ¢ = Pe" P!
(ii) Muestre que ||eT || < el”l.

(iii) Obtenga los exponenciales de las siguientes matrices:

0 0].[2 —1]. [0 1 o0 012
20 1 2 [P0 |22 00003
|0 0 —1 0 0 0
s a —b | .
Ejercicio 7 Paraelcason=2yT = [ b a verifique que

T _ a| cosb —senb
€ =€ [senb cosb }

1.5. Resolucion de sistemas de ecuaciones diferenciales
lineales homogeneos

Sea A un operador en R". En esta seccion expresaremos las soluciones de la ecua-
cién
X = Ax

en términos de exponencial de operadores.

Teorema 4 Sea A un operador en R". Entonces la solucion del sistema de ecuaciones
diferenciales con condiciones iniciales,

¥ =Ax, x(0)=K€R", (1.16)

es:
x(t) = K (1.17)

Y no existen otras.

2Repase los desarrollos de Taylor de las funciones e*, cos x, y sen x. También seria importante recordar
que siendo i = v/—1 la unidad imaginaria, se tiene que e” = cos x+i sen x.
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Demostracion: A partir de la proposicién (3) se tiene que:

%(e’AK) =AeK,

como x(0) = ¢™ = K se tiene que (1.17) es una solucién de (1.16). Para probar que no
hay otras soluciones razonemos por el absurdo. Supongamos que s(¢) es otra solucién
de (1.16) y pongamos:

(1) = e s(1)

Entonces:

V()= (jte_m) s(t)+e (1) =e A (—A+A)s(1) =0

Por lo tanto y(¢) es una constante. Como y(0) = K se sigue que y(t) = K. Luego s(t) =
Ke' []

Ejemplo 11 Calcularemos la solucion general de un sistema bidimensional.
X = ax
X, = bxi+ax

donde a y b son constantes. En notacion matricial:

X =Ax; A= { Z 2 }; x = (x1,%2)

La solucién con valor inicial K = (K, K>) es, de acuerdo al teorema anterior x(f) =

K. Siendo:
1 0
tA _ ta
e =¢ [tb 1]’

MK = ('K}, (1hK| + K))

se sigue que

En consecuencia la solucidn que satisface a las condiciones iniciales
X1 (0) = K], xz(O) = Kz

es:
xi(t) = €%,

xz(t) e’“(tbl(1+[(2).

1.5.1. Sistemas lineales homogeneos bidimensionales

Si bien la utilizacion de la exponencial de operadores y las formas canénicas de
Jordan, permiten obtener un mecanismo sencillo y general para la resolucién de siste-
mas de ecuaciones diferenciales de orden n, nos limitaremos al caso bidimensional. El
lector interesado encontrara en el texto de Hirsch-Smale una excelente exposicion del
tema.
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1.5.2. Formas de Jordan para matrices de orden 2

Las formas candnicas de Jordan, corresponden a las matrices mds simples en que
es posible expresar una transformacioén lineal en una base adecuada. Las siguientes
matrices, corresponden a las formas de Jordan para el caso de T : R> — R?.

Para cualquier matriz A 2 x 2, existe una matriz invertible P tal que la matriz B =
P~ AP tiene una de las siguientes formas (canénicas)?:

320 [ 2] [

Es de destacar que a toda matriz cuadrada de orden n corresponde una forma ca-
noénica de Jordan, relativamente sencilla y que permite generalizar los resultados que
expondremos a continuacién para matrices de orden 2. Un caso particular, ya anali-
zado es aquel en el que matriz que corresponde a la transformacion lineal, en la base
candnica tiene valores propios reales diferentes. Su forma de Jordan, corresponde a una
matriz con sus autovalores en la diagonal principal, siendo ceros los elementos corres-
pondientes a las demds entrada. Esta matriz diagonal, es la matriz de la transformacién
lineal, en la base de los vectores propios, la que en este caso puede demostrarse que
existe. Mds aun, siempre que exista una base de vectores propios, aun cuando algunos
valores propios se repitan, la matriz de la transformacion lineal en esta base, tendré la
forma diagonal, con los valores propios en la diagonal principal.

A partir de la definicién, e = Yo %’; concluimos que ¢? tendr4 respectivamente
una de las siguientes formas:

A& 01  ,[cosb —senb] ,[1 0
0 e | €| senb cosb |° ¢ | b 1|
Por la tanto ¢* puede calcularse a partir de la forma:

A =ePBP) T = peB(p)!

siendo P la matriz del cambio de base, es decir la matriz cuyas columnas corresponden
a las coordenadas de los vectores de la base nueva, expresados en términos de la vieja
(en la seccién (4) se represent6 por PT.

La primera forma canénica corresponde al caso en que la matriz A tiene autovalores
diferentes, estos son A y i, o bien al caso en que los valores propios son iguales,
A = U pero existe un base de vectores propios, es el caso desacoplado. La segunda
forma canénica corresponde al caso en que los valores propios son complejos a + bi 'y
su conjugado. La tercera al caso de autovalores iguales pero siempre que no exista una
base de vectores propios*

La matriz de la transfomacion lineal en la nueva base, en el segundo caso, depende
de los vectores elegidos “para formarla.

1. Se toma el vector propio y se completa la base nueva.

2. Luego se obtiene la matriz de cambio de base P

30bsérvese que esta matriz no es en principio la matriz traspuesta de cambio de base de la canénica a la
de autovectores, pues no podemos asegurar que exista una base de vectores propios como en el caso en que
los valores propios son diferentes, véase el teorema (1).

4Recuerde que puede suceder que exista una base de vectores propios aun cuando los valores porpio

. 2 0
sean iguales. A = < 0 2 )
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3. Resulta PB(P)~! = A luego,
= (P)f(p)!

donde B es la forma de Jordan correspondiente a la trasnformacién y A la matriz
correspondiente a la transforacion lineal base candnica.

4. Podemos elegir la base de forma tal que b = 1.

Existe una relacién particular entre los autovectores de T y los de e esta se esta-
blece en la siguiente proposicion:

Proposicion 4 Sea x € R" autovector de T correspondiente al autovalor real o, en-
tonces x es autovector de e’ correspondiente al autovector e®.

Demostracion: A partir de Tx = oex obtenemos:

"ok

n
=i ; = Jim Y Sy =t

1.5.3. Resolucion de sistemas lineales y homogéneos de ecuaciones
diferenciales de orden 2

Puesto que sabemos calcular la exponencial de cualquier matriz de orden 2 x 2
podemos resolver explicitamente cualquier sistema bidimensional de la forma x’ = Ax.

Por otra parte, debido a que los valores de A y i que aparecen en las formas cané-
nicas son los autovaleres de A en el caso en que sean reales, mientras que en el caso de
que sean complejos a y b son respectivamente la parte real y la parte compleja de dichos
autovalores. Entonces aun sin obtener forma en explicita la solucién, podemos conocer,
a partir de los autovalores de la matriz del sistema, algunas propiedades cualitativas de
las soluciones. Veremos los casos mds importantes:

Caso 1. A tiene autovalores reales distintos

Mediante el camdio de coordenadas, x = Py, siendo P = M la matriz de cambio
de base (corresponde a PT en la seccién (4)), el sistema se convierte en:

y' =By,
B=P'AP= [g 2 ] A<0<u.

At

Las soluciones para es sistema son de la forma y(z) = (cje*’, cpe?’ ) En el plano

o
de fases las soluciones (y1,y) determinan las curvas y; = k(y2) %, con 7 B <0, siendo
k una constante que se determina en funcion de las condiciones 1mclales.

La solucién del sistema original, serd una combinacién lineal de estas:

x(t) = c1eMvy + crettyy,

= donde v; y v, son los vectores propios de la matriz A cuyas coordenadas son las
columnas de P.

= Las constantes c; y ¢, se determinardn en funcién de las condiciones iniciales.
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(Caso Ia) En particular si los autovalores son reales y de signos opuestos. se dice
que el origen (el equilibrio) es un punto silla.

La fig. 2 representa el diagrama de fases.

Figura 1.1: Punto de silla

Caso II. Autovalores reales e iguales. Distinguimos dos casos

(Caso IIa) Si A es diagonal esto es obvio ya que todas las soluciones tienen la
forma.

y(t) = (016’1’7026"")

Si A es diagonalizable hacemos el cambio de variables indicado en el caso I.

Las figuras 3 y 4, muestran el caso cuando los autovalores son iguales, en este caso
se dice que tenemos un foco, y cuando son diferentes, en este caso hablamos de un
nodo
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>/

Figura 1.2: Foco

7

Figura 1.3: Nodo

(Caso IIb) Si los autovalores de A son reales pero A no es diagonalizable, en este
caso decimos qu el origen es un nodo impropio. Existe un cambio de variables que da
el sistema equivalente:

y =By

A0

— -1 _
B=PAP —[ 1 2

} , A <O.
Ya vimos que en este caso las soluciones tienen la forma:
()= MK

yz(t) = eM(tbKl —I-Kz)
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Siendo n el vector elegido para completar la base, la solucién del sistema original
tendrd la forma:
x(1) = crvpe +ea(tv, +n)e,

= A el dnico valor propio,
= v, un vector propio y n el vector que completa la base.

= Las constantes c; y ¢ se determinardn en funcién de las condiciones iniciales.

= Si el autovalor es negativo, entonces la solucion tiende a cero cuando ¢ va hacia
infinito.

= Si el autovalor es positivo, entonces la solucién tiende a infinito cuando ¢ va
hacia infinito.

Caso I11Si los autovalores son complejos a+ bi se puede hacer un cambio de va-
riables para obtener el sistema equivalente:

y' =By,

Segtn ya fue visto:

B | cosbt —sinbt
el =e¢ .
sinbt  cosbt

Por lo tanto la solucién de la ecuacion diferencial, se expresa:

y(t) = e™ (K cosbt — Ky sinbt, K> cosbt — K sinbt)

Como |cosbt| < 1y |sinbt| < 1y a <0, resulta que:

Si b > 0, el diagrama de fases consiste en espirales que tienden a cero, en sentido
contrario a las agujas del reloj, ver figura 5, y de espirales que tienden a cero en el
sentido al de las agujas del reloj, si b < 0.

La solucién del sistema original tendrd la forma

x(t) = c1e” (ucosbt — vsinbt) + ce™ (usinbt + vcosbt),
= las constantes c¢; y ¢ se determinardn en funcién de las condiciones iniciales.

= Los vectores u y v se obtienen a apartir del vector propio @, escrito en la forma
O=u+iv

En particular si Los autovalores son imaginarios puros. En este caso se dice que
se tiene un centro. Esta caracterizado por la propiedad de que todas las soluciones son
periddicas del mismo periodo.

Con un cambio apropiado de coordenadas como en elcaso general de valores pro-
pios complejos se tiene:

y' = By,
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| a —b B ar| cosbt —sinbt
B_[b a }’ e =¢ sinbt  cosbt

En este caso a = 0.

Para el caso con autovalores complejos, se tienen las siguiente posibilidades segiin
los valores de a 'y b.

(i) a <0 1a 6rbita en espiral converge hacia el (0,0).

(ii) a > 0 1la 6rbita en espiral se aleja del (0,0) infinitamente.
(iii) @ =0 la drita es un elipse con centro en el (0,0).
(iv) El signo de b da el sentido de la 6rbita.

Considere las soluciones
y(r) = e*(Kjcos bt — Kysen th, Kycos bt + K| sen tb)
Resulta,
Vi) +Y3(t) = €*(K} + K3 )cos® bt + (K} + K3 )sen® bt = > (K} +K3).

En el caso en que a = 0 el diagrama de fases corresponde a drbitas circulares, el sentido
del giro queda determinado por el signo de b. Al cambiar la base las circunesferencias
se transforman en elipses. En el caso a # 0 las drbitas correspnden a elipses, movién-
dose hacia el origen cuando el signo de a es negativo y alejandose del origen cuando
es positivo.

= Si todos los autovalores tienen parte real negativa. se dice que el origen es una
sumidero. Posee la propiedad caracteristica de que: 1im;_,« |x(¢)| = 0. para toda
solcién x(z).

= Si todos los autovalores tienen parte real positiva. se dice que el origen es una
fuente. Posee la propiedad caracteristica de que: lim,_,o |x(¢)| = 0. para toda
solcién x(z).
1.5.4. El diagrama de fases, nuevamente

El diagrama de fases de x = Ax puede deducirse a partir del polinomio caracteristico
de A.
P(A) =det(A—AI) = A — (Tr A)A +det (A).

Si representamos al discriminate de esta ecuacién
A= (TrA)*—4det(A)
los autovalores seran de la forma

%(TrA):F\/Z.

Luego los autovalores reales corresponden al caso A > 0 y tienen parte real negativa
cuando TrA < 0; etcétera.
Interpretacion geométrica de x = Ax
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= La aplicacién R"” — R" que transforma x en Ax es un campo vectorial en R".

» Dado K € R" existe un tnica curva t — e“K que comienza en K en el instante
cero, y que es solucién del sistema.

= El vector tangente a esta curva en £ es el vector Ax(#y) del campo vectorial en el
punto x(zo)

= Podemos imaginar los puntos de R” fluyendo a lo largo de estas curvas solucion.
La posicién de un punto x € R" en ¢ se denota por

o (x) = ex,
= Para cada € R se tiene una aplicacién
G R >R reR
dada por ¢ (x) = e"Ax.

= Obseérvese que si el estado del sistema en r = 0 era x( y se transforma en x luego
de un intervalo temporal de s unidades de tiempo, entonces ¢;(xy) = e*4xg = x
luego

B (6:(x0)) = € (" (x0)) = " xg = ¢y (x0)

La coleccién de aplicaciones {¢; } se dice que es el flujo correspondiente a la ecua-
cién x = Ax. Tiene la propiedad bésica

G5+t = @50 ¢
que para le caso lineal, no es mas que otra forma de escribir:
s+A _ esAetA.

e

Este flujo denomina flujo lineal, porque para cada t € R, &, represnta una aplicacién
lineal. de R" en R".

1.5.5. la matriz de cambio de base cuando no existe una base de
vectores propios

Analicemos este punto a partir de un ejemplo.
Caso 1: Autovalores complejos: Considere el sistema

X1 =—2x

X =x1+2x

En este caso: A = [ 0 -2 ]

1 2
= Los autovaloresson A = 1+i, A =1—i

= Para obtener el autovector complejo correspondiente a 1 + i resolvemos (A —
Alw = 0. Resulta una udnica ecuacién w; + (1 —i)wp = 0, que representa al
conjunto de autovectores.
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= Elegimos wy = —i, resultaw; = 1 +i,esdecirw= (1+i,—i) = (1,0)+(1,—1)i=
u+ iv es un autovector para (1 +1).

= Los vectores v = (1,—1) y u = (1,0) forman una base en R> C C2. La base debe
escribirse en el orden {v,u} Luego todo vecotor x € R? podri expresarse como
x=xje; +xe2 =y1(1,—1)+y2(1,0).

= Resultando:
X1=y1+y
X2 = —Y1

[ 1]

obtenemos que x = Py siendo entonces, P la matriz del cambio de base. El lector veri-

ficard que (P)~'AP = [ bl } =B.

= [[egamos a que

1 1
Sabemos que el sistema y’ = By tiene las soluciones y(¢) = e’5K en este caso

ﬂﬂZé[

cost —sint
sint  cost

Es decir:
y1(t) = kyé cost — kpe' sint
v2(t) = k€' sint + kp e cost

Consecuentemente, siendo x(¢) = Py(¢), obtenemos las soluciones:
x1(t) = (k1 +k2)é' cost + (k; —ky)e' sint

x2(t) = —kye' sint + kye' cost

Observacion 3 En forma general, la demostracion de que si un operador T en un es-
pacio vectorial de dimension 2 tiene autovalores conjugados, entonces se puede llevar
a

b _Z } siendo W = a—+bi y [ los valores propios, se

a la forma canonica T = [

hace de la siguietne forma:

Demostracion: Sea |1 = a—+ bi autovalor de T. Sea ¢ = u+ iv autovector asociado
a i, u'y v son elementos de R>. A su vez u 'y v son linealmente independientes (para
probar esto use la independencia lineal de los autovectores ¢ y ¢, pues u = %((b +@)y
v= %(q& — ¢@)). Por ser ¢ autovector asociado a i, se sigue que:

T (u+vi) = (a+bi)(u+vi) = (—=bv+au) + (av+ bu)i
Ademds T (u+vi) = Tu+iTv con lo que se concluye que:

Tu= —bv+au

Tv=av+bu

Esto significa que expresada en la base {v,u}, T = [ a —b } I
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Como {u,v} forma una base, la matriz de cambio de base, tendrd la forma

up v
P [ Y }
u v
La solucion del sistema tendra la forma

x(t) = c1e” (ucosbt — vsinbt) + coe® (usinbt +vcosbt)

donde las constantes c; y ¢ se determinardn en funcién de las condiciones iniciales.
Caso 2: Autovalores reales pero no existe una base de vectores propios En este
caso existe un tnico vector propio A. Se completard una base de R? y se procederd de
forma andloga a la anterior. Escribiendo la base nueva en el orden {n,v,} donde v,
es un vector propio asociado al autovalor. (Para el caso en que aj, # 0 puede elegirse
n=(0,1). La matriz de cambio de base, de la canénica a la de vectores propios, viene

dada por
p— [ 0 Vpl ]
1 Vp2

A0
b A
de esta igualdad. Siendo n = (0, 1) el vector elegido para completar la base, la solucién
del sistema tendrd la forma: x(¢) = PTy(t) es decir x(t) = v,y2 +ny; en definitiva:

debe satisfacer (P)~'AP = B, donde B = . El valor de b se determina a partir

x(1) = kavpe* + ky (btv, +n)e*,

donde A es el tnico valor propio, v, un vector propio y n el vector que completa la
base, y PT la matriz cuyas columnas estan formadas por las coordenadas de n y Vp .
Las constantes k; y k> se determinardn en funcion de las condiciones iniciales.

Las soluciones que se obtienen son en definitiva combinaciones lineales de las solu-
ciones de los sistemas canénicos, de ahi la posibilidad de realizar un estudio cualitativo
del comportamiento de las soluciones aun antes de resolver el sistema explicitamente.

1.5.6. Ejercicios
Ejercicio 8
X =3x—2y
y =2x-2y
Los eigenvalores y eigenvectores asociados al sistema son:

AM=—1Vy =[12]" A=2V,=[21]".

Por lo tanto, nuestro candidato es un punto silla. Completamos esta informacion
con el campo v. Nétese que v es vertical (X' =0) siy = 37" y v es horizontal (y' = 0) si
y = x. Sobre los ejes:

v(x,0) = x[3,2]7,v(0,y) = —2y[1,1]" .

Resolviendo se obtiene: (2y —x)?(y —2x) = C, érbitas de aspecto hiperbélico, pero
que no son hipérbolas. Aqui las soluciones cuyas orbitas parten por debajo de y = 2x
cumplen que su x(t) — oo si t — oo, mientras que x(t) — —oo si parten por encima de
la separtriz (sobre ella x(t) — 0). Y algo andlogo sucede con la otra separtriz 'y = 3.



30 CAPITULO 1. TEORIA DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES

Del mapa de fases (sin resolver el sistema) podriamos deducir también, por ejemplo,
que para la solucion que cumple x(7) = 1,y(7) = 0 tanto su x como su y tienden hacia
oo cuando t — oo y tienden hacia —oo cuando t — —oo: basta observar la forma de su
orbita.

Ei A A
- 1rf/ e ,7 o "g,

K\'\\f/f 7 ;"

—4 —2 U 2
x

(b)

|
S
|

Ejercicio 9
X =2x—y
y =2x—2
El punto critico es x =1,y =2 o P = (1,2). La matriz A del sistema
2 1 .
A= [2 0] conAip=1+i.

Por lo tanto, P es un foco inestable. Analizando los campos vectoriales, v es vertical
siy =2xy es horizontal si x = 1. También es observable:

v(x,2) =2(x— D[, 17, v(x,3—x) = (x—1)[3,2]T.

Lo anterior también puede verse como el mapeo x’ = Ax trasladado al punto P.
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(b)
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Ejercicio 10
X = 8x —y?
y = —6y+ 6x°

Resolvemos el sistema igualando y' = 0 y obtenemos la condicion y = x*. Ello nos
ayuda a obtener los puntos Py = (0,0) y P, = (2,4). La matriz M de derivadas parciales
luce como sigue:

_ |8
M_[l2x —6}

Evaluando la matriz en P, y P> tenemos:

8 0 8§ -8
M = [0 6}’ M, = [24 6} ’

de las cuales podemos obtener sus eigenvalores y eigenvectores

para P A =8 — V;, = [1,0]"
do=—6—V,,=10,1]"
para P, A1, = 1+iv 143,

por lo cual Py es un punto silla y P> es un foco inestable. Completamos la informa-
cion local con el campo v (las orbitas no son calculables). El campo es horizontal y
vertical en este caso en'y = x>, 8x = y?, respectivamente. Para las separatrices halla-
mos v sobre las rectas dadas por la aproximacion lineal, que aqui son los ejes:

v(x,4) =2(x—2)(4,3x)7, v = (0,y) = —y(y,6)".

Segiin esto, la separatriz estable se deforma C y la inestable U. El v sobre los ejes
en este ejemplo ya lo hemos hallado. En rectas que pasan por (2,4) y en un punto con
pocos datos:

V(x,4) = 2(x—2)[4,3x+6]T, V(Q'ay) = (4—y)[4+y,6]T,V(—2,—2) = 4[_576]T'

Los vectores dibujados precisan también el sentido en el que se abre el foco y con
todo ello tenemos un mapa de fases mds o menos como el de arriba. No sabemos
resolver el sistema, pero estdn a la vista propiedades bdsicas de las soluciones (por
ejemplo, que las soluciones constantes son inestables, lo que estaba claro desde que
hallamos los ).
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Ejercicio 11

Y =x(y—2)
Resolvemos el sistema igualando y = 0 y x' = 0. Ello nos ayuda a obtener los
puntos P = (0,0) y P, = (2,2). La matriz M de derivadas parciales luce como sigue:

|y x=2
M[y_z }

{x/ =y(x—2)

Evaluando la matriz en Py y P> tenemos:

0 -2 2 0
MPl_[—z 0}’ MPZ_[O 2} ’
de las cuales podemos obtener sus eigenvalores y eigenvectores
para P i Ay =2V, =[1,—1]"
do=-2-V, =11
para P> : 412 =2 con duplicidad 2 ,
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por lo cual Py es un punto silla y P> es un nodo estelar inestable. Usamos ahora
v (orbitas calculables, pero complicadas): v es vertical siy =00six=2 (=x=2
orbita recta, mds exactamente: estd formada por tres orbitas).v es horizontal si x =0,
y =2 (=y=2 orbita). Ademds:

v(x,x) = x(x—2)[1,1]7 y=x érbita, v(x, —x) = —x[x —2,x+2]7
v(x,0) =[0,-2x]", v(0,y) = [-20,0]", »(1,3) = [-3,1]", »(3,1) = 1,-3)"
v(=1,3) =[-9,-1]", v(3,—1) = [-1,-9], »(3,4) = [4,6]", v(4,3) = [6,4]"

N

g

=}
i

'\
\S‘

(b)

Excepcionalmente, la separatriz y = x del lineal se conserva, aunque la otra se
deforma. Veamos algunas propiedades de las soluciones que se deducen del mapa de
fases: El segmento que une los puntos criticos corresponde a una solucion definida
Vt (ya que estd acotada y no puede irse a infinito en tiempo finito). Esta solucion es
inestable, pues mientras ella tiende a 0 la x o la y de algunas cercanas — —o. No
podemos saber de casi todas las soluciones no constantes si estdn o no definidas ?t ni
precisar su estabilidad, pues no tenemos la solucion general. Si podemos hallar solu-
ciones asociadas a drbitas sencillas. Por ejemplo, si buscamos la que cumple x(0) = 1
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, ¥(0) =2, empezamos encontrando la drbita que pasa por (1,2) (o sea, que cum-
ple y(x = 1) = 2). Es claro aqui que esa drbita es y =2, que llevada a la primera
ecuacion nos da ¥ =2x—4, x(0) =1 = x =2—e*, y =2, definida Vt, aunque
no sabemos si es estable por no conocer las cercanas. En cambio, la solucion con
x(0) =y(0) =3 = y=x — ¥ = x> — 2x, explota en tiempo finito (por la potencia x*;
podriamos hallarla). (La solucion general de un sistema no lineal casi nunca se ten-
drd pues han de darse muchas casualidades: que las orbitas sean calculables, que se
pueda despejar de ellas la x o la y, y que se pueda hallar explicitamente la solucion de

la autonoma que queda al sustituir).

Ejercicio 12 El siguiente ejercicio puede describir la evolucion de la poblacion de
dos especies en competicion. En ausencia de la otra especie cada una de ellas sigue
una ecuacion logistica, y ademds la presencia de cada una influye negativamente en el
crecimiento de la otra (términos en xy de cada ecuacion); dibujamos solo en el primer
cuadrante, que es donde las orbitas tienen sentido.

X =x(2—x-y)
Y =yB3-y-2x)

Resolvemos el sistema igualando x' = 0 y obtenemos que x =0 — y = 0,3 asi
comoy=2—x—x=2,1—y=0,1. Ello nos ayuda a obtener los puntos P = (0,0),
P, =(0,3), Py =(2,0) y Py = (1,1) . La matriz M de derivadas parciales luce como
sigue:

|2-2x—2y —X
M_{ -2y 3—2y—2x]'

Evaluando la matriz en Py, P>, P; y Py tenemos:

20 ~-1 0 -2 -2 -1 -1
M”lz[o 3}’MP2:[6 3}’””’3:[0 1}’M”4:[2 1}’

de las cuales podemos obtener sus eigenvalores y eigenvectores

paraPp Ay =2 =V, =]l ,0]7 (captura la tangencia)
=3V, =[1,-3]"

para P, A = —1 =V, =1, —3]7 (tangencia)
o=-3-=V,=1[01"

para P3 A = —1 =V, =[-2, 1] (tangencia)
do=-2-V,=[1,0"

para Py Ao = —14+v2 — Vi, = [1,+v2]"

por lo cual Py es un nodo inestable, P, y Pz son nodos estables y Py es un punto
silla. Complementamos con la siguiente informacion: v es vertical si x =00 si y =
2 —x(= x=006rbita), a su vez, v es horizontal siy =0, y =3 — 2x(= y = Orbita). Los
valores de v sobre rectas que contienen puntos criticos son:

v(x73) = _x[x+lv6]T7 v(2,y) :y[2,y+l]T7 v(xv l) = (l—x)[x,Z]T, v(l,y) = (1_}})[173Y]T'
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(b)

Si los datos iniciales estdn por encima de la separatriz estable de la silla, la es-
pecie y tiende hacia su tope logistico y la x se extingue; lo contrario sucede si estdn
por debajo. Si los términos de competicion (los —axy ) fuesen mds pequerios las dos
especies podrian coexistir (los nodos estables se vuelven sillas y pasa a existir un nodo
estable en x,y > 0 hacia el que tienden todas las soluciones del primer cuadrante; esto
sucede, por ejemplo, en el sistema X' = x(2—x—1y/2), ¥ =y(3—y—x), para el que
x =1, y=2 es nodo estable). Las inicas soluciones calculables serian las asociadas
ax=00ay=0, es decir, a la ausencia de una de las dos especies. Aparece entonces
la ecuacion logistica cuyas soluciones son coherentes con las orbitas sobre los ejes.

x = 3xy
yl — 4y2 _ 4)C2
Obtenemos el tinico punto critico del sistema P; = (0,0). Evaluando la matriz de
parciales en P| tenemos:
00
Mp, = [0 0] !

Ejercicio 13
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por lo cual Py es un punto no elemental. La siguiente ecuacion puede ser resuelta
por el método de ecuaciones homogéneas o de Bernoulli:

dy  4y* —4x? 8
&y o — y2 = 4% +Cx3.
dx 3xy
Mejor que dibujar estas curvas, usamos las isoclinas, que son (ecuacion homo-
génea) rectas y = mx pasando por el origen. La pendiente de las orbitas sobre ellas

es.’

4m? —4 1
K= m3 — param =0, j:E, +1,42, +des K = o0, +2,0,£+2,+5.
m
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(b)

Orientamos las drbitas viendo que v(0,y) apunta hacia arriba (esto ademds nos
da las orbitas verticales no recogidas en la solucion general). Hay orbitas (llamadas
elipticas) que salen y llegan al punto critico, situacion imposible en uno elemental.
Un punto no elemental aislado es o un centro o un foco o hay en torno a él sectores
formados por orbitas elipticas, parabdlicas (las de un nodo o las demds del ejemplo)
o0 hiperbdlicas (como las de un punto silla). Alguna conclusion sobre las soluciones: 0
es inestable (viendo el dibujo); la solucion con x(0) = 1, y(0) = 2 (de érbita y = 2x) no
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estd definida NVt > 0, pues para ella se tiene X' = 6x%, y = 3y?; la que cumple x(0) = 1,
¥(0) = 0 (no calculable) si lo estd por ser acotada, pero ;serd estable? (su diferencia
con las soluciones cercanas tiende a 0 sit — o, pero esto no basta en sistemas).

Ejercicio 14 Considere el sistema

. (1 12
=5 4 )
Muestre que los autovalores son 7y —5

Encuentre la matriz P de cambio de base. Para esto debera obtener los autovec-
tores, vi = (1,2);v, = (=2, 1). es decir resolver:

1-24 12 a\ (0
3 1-4 b )] \LO
Donde A son los autovalores.

Encuentre la solucién general del sistema.

Obtenga la solucién para x; (0) = 1; x(0) = 0.

Ejercicio 15 Considere el sistema

. 5 3
=1 _5 ;)
Pruebe que no existe una base de vectores propios.

Encuentre la solucion para el sistema canénico correspondiente.

Encuentre la matriz de cambio de base de la candnica a la de vectores proprios,
P=M"=M?..

Muestre que la solucién del sistema original es de la forma:
x1 = c1e? +cote’t
a2 21
xy=cre? 4+ (t+1)c2te

Obtenga la solucién para x;(0) = 1; x2(0) = 0.

Ejercicio 16 Considere el sistema

X=x+y
y=-2x—y
Muetre que los autovalores son complejos
Resuelva el sistema canénico.
Muestre que el vector propio ¢ se puede obtener a partir de la ecuacién
(1—i)a+pB =0.
Elija B = 1 y obtenga el valor de o
Encuentre u y v vectores de R tales que ¢ = u+ iv.
Construya la matriz de pasaje P de la base vieja a la nueva.

Obtenga la solucién general del sistema original.
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1.6. Sistemas Lineales no Homogeneos

Vamos a considerar un sistema de ecuaciones diferenciales lineales no homogeneo
y no auténomo.

X (1) = Ax(r) + B(t) (1.18)

Aqui A es una matriz de n xn'y B: R — R" es una aplicacién continua. Esta
ecuacion se llama no homogenea por el término B , es ademds no autonoma, pues
depende explicitament de 7.

Busquemos una solucién en la forma:

x(r) = eV f(1), (1.19)

donde f : R — R" es una cierta funcién diferenciable. E1 método se llama variacion
de la constante pues si B(t) = 0, entonces f(¢) es una constante y obtemdriamos una
solucién para el sistema homogeneo.

Derivando (1.19) se obtiene:

¥ (1) = A () + M £ (1)
Como se supone que (1.19) es solucién de (1.18),
Ax(t) +B(t) = Ax(t) + Y f' (1)

0 sea,

Integrando:
!
£ = / e MB(s)ds+ K
0

con lo que tenemos un candidato a solucién de (1.18)
t
x(t) =M { / e—ASB(s)dHK} , KeR" (1.20)
0

Obsérvese que la ecuacion anterior tiene efectivamente sentido, pues el término en
el integrando, es una funcién vectorial. Luego representa n integrales, por lo que x()
resulta una funcidn vectorial, bien definida de R en R”".

Derivando x(¢) en la dltima ecuacién verificamos que efectivamente es una solucion
para (1.18).

Finalmente podemos comprobar que toda solucién de la ecuacién (1.18) ha de ser
de la forma (??). Para comprobar esto supongamos que que y : R — R" es una segunda
solucién de (1.18). Entonces:

X =y =A(x—y) (L.21)

como sabemos (1.21) tiene soluciones de la forma:
x—y =YKy, para algiin Ky € R"

Despejando, resulta: y(t) = x(t) + e’ Ky. Es decir que y(t) es de la forma (1.20).
Toda solucién de (1.18) puede escribirse en la forma:

x(t) = u(r)+ MK,
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siendo: u(t) = e [§ e A5B(s)ds.
Noétese que u(t) es una solucién de (1.18) y e/’K es una solucién de la ecuacién
homogénea:

y = Ay

Por lo tanto la solucion general de la ecuacion no homogénea se obtiene sumando
una solucion particular, a la solucion general de la ecuacion homogénea.

Si la funcién B(¢) es minimamente complicada serd probablemente imposible obte-
ner una férmula simple, No obstatne algunos ejemplos importantes pueden esto puede
realizarse.

Ejemplo 12 Hallar la solucion general de:
X1 = —X2
X2 = X1+t

Aqui:

10 —1 10 _Ar_ | coss sins
A_{l 0 }’ B(t)_[t}’ ¢ _[—sins coss]

y la integral es:
/’ coss  sins 0 dS*/t ssins ds — sint —tcost
o | —sins coss t “~ Jo | scoss ~ | cost+rsint—1 |

At | cost —sint K— K
“ | sint cost |’ T K|
Por lo tanto la solucién general sera de la forma:

[ x1 (1) } _ [ cost —sint } [ sint —tcost + K ]

x(t) sint  cost cost+tsint — 1+ K

Realizando la multiplicacién de matrices y simplificando resulta:
xi(t) = —t+Kjcost+(1—K,)sint,
x() = 1—(1—Kp)cost+K;sint

Esta es la solucién cuyo valor en t = 0 es:

xl(O) =Kj, XQ(O) =K.

1.7. Ecuaciones diferenciales de segundo orden

Consideremos ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes, en las
que aparecen derivadas de orden superior, por ejemplo:

s"+as’' +bs=0 (1.22)
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Introduciendo nuevas variables podemos reducir (1.22) a un sistema de dos ecua-
ciones de primer orden. Sea x; =s y x| = s’. Entonces de (1.22) resulta:

X} = x
(1.23)
x, = —bxi—ax;

Podemos ver que si x(¢) = (x1(7),x2(¢)) es una solucién del sistema lineal, entonces
es solucién de (1.22).
Este procedimiento vale también en casos de orden mayor a 2. Consideremos:

s(”)—l—als("*l)—i—an_ls’—i-ans:o. (1.24)

Aqui s es una funcién real de t y s’ es la derivada i—ésima de s, mientras que
ap,az, ...a, son constantes.

En este caso las nuevas variables son x| = s, xo = x’l B x,’%l y el sistema
equivalente a la ecuacidn es:

/
X = X2

/

Xy, = X3

/
X, = —apX] —Aap—_1X2 — - —Aa1Xy.

En notacién vectorial esta matriz tiene la forma x’ = Ax donde A es la matriz:

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1
—ap —ap—-1 dp—2 - —aj

El polinomio caracteristico de la matriz A lo representamos por P(A1) y corres-
ponde al determinante de la matriz A — AI. Observe que las raices de este polinomio,
corresponden a los autovalores de la matriz A.

Proposicion 5 El polinomio caracteristico de la matriz A es:
pPA)=A"+a A" 4 ta,.

Demostracion: La demostracion se hace por induccién completa sobre n. Se comprueba
facilmente para n = 2. Se supone cierta para n — 1 y luego se verifica facilmente que
Det (Al —A) es igual a ADet(AI —A,_1) + ay,, desarrollando por la primera columna.
(1

El interés de la proposicién anterior radica en que el polinomio caracteristico puede
obtenerse directamente a partir de la ecuacién diferencial de orden superior.

Volvamos a la ecuacién de orden 2, del comienzo, (1.22).

Denotemos las raices de la ecuacién polinomial A% +aA +b = 0 por A1, A>.

CASO 1 A; # A,. Entonces se puede reducir al sistema de ecuaciones de primer
orden, para el cual existe un sistema diagonalizado equivalente, cuyas soluciones en
este sistema de coordenadas, son (y;,y2) donde: y; = Kjexp(Ait), y» = Krexp(Aat)
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con constantes arbitrarias K; y K. Entonces como x(¢) o equivalentemente, s(¢), es una
cierta combinacién lineal de estas soluciones, resulta s(1) = p11Kjexp(Ait) + p12Krexp(Aat).
Se concluye por lo tanto que toda solucién de (1.22) es de la forma:

s(t) = Crexp(ht) + Crexp(2at)

para ciertas constantes Cy y C; que pueden determinarse a partir de los valores iniciales
S(t())7 S/(Z‘o).

CASO 2 A continuacién supongamos que A; = A, = A y que estos autovalores o
raices de la ecuacion de segundo grado son reales. En este caso el sistema equivalente
tendrd una matriz 2 x 2 de la forma

[g H,B#O

La solucién general del sistema sera:
yl(t) = Kle)“t,

yz(t) = Klﬁlelt —|—K2€M,

siendo K; y K, constantes arbitrarias. En el sistema lineal original las soluciones son
combinaciones lineales de las anteriores. Podemos concluir que, si el polinomio carac-
teristico tiene una raiz doble real, entonces las soluciones de la ecuacién de segundo
orden, seran de la forma:

s(t) = CreM +CyteM.

Donde los valores de C; y C; se determinaran a partir de la condiciones iniciales
S(lo), S/(l‘()).

CASO 3 Finalmente en el caso en que A; y A, son nimeros complejos conjugados
la solucién general del sistema lineal equivalente tiene la forma:

yi(t) = eM(Kicosvt —K;sinvr),

»(t) = e (K;sinvt — Kycosvr),

Se obtiene s(7) como una combinacién lineal de y; (z) e y»(2) :
s(t) = e"(Cycosvt + Cy sin vi)

para ciertas C; y C, que dependen de las condiciones iniciales s(fp), 5 (f).
Resumiendo los resultados anteriores, tenemos el siguiente teorema:

Teorema 5 Sean Ay y A, las raices del polinomio caracteristico P(1) = A% +al +b.
Entonces toda solucion de la ecuacion diferencial:

s"+ais +bs=0,
es del tipo siguiente:
Caso (a). A y A son reales y distintos: s(t) = Crexp(Ait) + Crexp(Azt);
Caso (b). L = Ay = A es real: s(t) = Crexp(At) + Cotexp(At);

Caso (c). Ay = 1 +ivi, o = Up +iva, v £ 0: s(t) = e*(C) cos vt + C; sin vr)
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En cada caso, C; y C, son constantes reales determinadas por las condiciones iniciales
de la forma:

s(to) = a, s'(10) = B.

Las ecuaciones diferenciales lineales de orden superior, pueden resolverse por mé-
todos andlogos, la comprension cabal de estos métodos de resolucion, requieren un
poco mds de dlgebra. Recomendamos la lectura del libro de Hirsch, y Smale, Ecuacio-
nes Diferenciales, sistemas dindmicos y dlgebra lineal.

1.7.1. Ecuaciones diferenciales de segundo orden lineales no homo-
géneas

Comentaremos en esta seccién algunos casos de ecuaciones diferenciales lineales
de segundo orden no homgéneas que pueden resolverse mendiante métodos sencillos.
Consideraremos

aj+by+cy=>b(t).

Caso 1 b(t) tiene la forma: b(t) = apt" +a1t"~' + ... + a,. En este caso, buscamos
una solucién particular en la forma

S(t) =°P() =1 [Aot" + A1t + ..+ A,
donde s =0, 1,2 corresponde al niimero de veces que 0 es raiz del polinomio caracteris-
tico. Sustituimos la supuesta solucién en la ecuacién diferencial, e igualamos potencias
de igual exponente. Obtendremos entonces un sistema de n + 1 ecuaciones con n+ 1
incdgniatas, los Ao, ..., Ap.
Ejemplo 13 Consideremos por caso:
T2 s =1—1

Con las condiciones iniciales s(0) = 1,5'(0) =2

El polinomio caracteristico es A2 + 24 + 1, la tinica raiz es A = —1. Por lo tanto la
solucién generaldel sistema homogeneo es es:

s(t) =Cre " +Cate™".

Una solucioén particular para la ecuacién no homogénea es:
S(t) = At +Ao.
Encontraremos que A} =1y Ag = —3.
Sumando la solucién general de la homogénea a la solucién particular, obtenemos
la solucién general de la ecuacion de segundo orden.
s(t)=Cire"+Cote" +1—3

Calculemos ahora las constantes Cy y C,. Se tiene que:

S/(t) = (—Cl —|—C2)e_’ —Cote " +1.
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A partir de las condiciones iniciales, poniendo # = 0 obtenemos el siguiente sistema

de ecuaciones:
s0)=C1+C—1=1,

S0)=-C+1=2
Por lo cual la solucién es
s(t) =2e" +3te”" +1—1
Caso I b(t) = [apt" +ayt"~" + ... +ay]e™ buscamos la solucién den la forma
S(t) =1 [Aot" + A" L+ Ay

y procedemos andlogamente a lo hecho en el caso I.

Caso III b(¢) = [apt" + a1t" ' + ... + a,] { Eg,ii . Buscamos la solucién den la

forma
S(t) =1 [(Aot" +Art" '+ ...+ Ay)e“cost + (Bot" + Bit" ' + ...+ By)e“sent]

y procedemos andlogamente a lo hecho anteriormente.

1.7.2. El acelerador de segundo orden

Supongamos que la inversién deseada I*(¢) es proporcional a la diferencia entre el
stock del capital deseado K*(¢) y el disponible K(z).

K=I"=a(K"—K) (1.25)

donde & > 0 y para simplificar el modelo asumimos que no existe depreciacién. Esta
ecuacion es llammada la ecuacion del ajuste del capital y deja sin especificar al capital
deseado.

Consideremos que la variacién la inversion actual es igual

=B -1 (1.26)
Sustiuyendo en esta ecuacion (1.25) obtenemos la ecuacidn:
I=Bla((K*~K))—1) (1.27)

Ahora bien como I = K se tiene que / = K sustituyendo en (1.27) llegamos a la ecuacién
de segundo orden
K+BK+BaK = afK*. (1.28)

El polinomio caracteristico para esta ecuacion es:
P(A) =A*+BA+aB.

La caracteristica de la solucién de este problema dependera entonces del discriminante
de la ecuacién de segundo grado A2 + oA + a8 = 0. Tendra dos raices reales y distintas
is @ > 4, dos raices iguales si a = 4f y dos imaginarias si & < 4f. Siendo a y 8
positivos la parte real siempre serd negativa. Consideremos las posibles soluciones de
acuerdo al teorema (5), si agregamos la solucién particular K(¢) = K* rsultan:
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1. Caso a > 4B. K(t) = Crexp[Mt] + Crexp[Ait] + K*
2. Caso a =4B. K(t) = Ciexp[At] + Cat exp[At] + K*
3. Caso o <4B.K(t) = e ¥ (Cycos uit + Casin tipt) + K*.

En todos los casos la solucién converge al valor de K*. En el caso (3) aparecen oscila-
ciones.

Esta convergencia proviene del hecho de no haber considerado ninguna relacién
entre capital deseado y producto posible.

Ya para el caso simple, en que consideramos que el capital deseado en proporcional
al producto K*(t) = kY (¢), la estructura de la ecuacién cambia absolutamente, a no ser
que supongamos que Y es enddgeno. Se obtiene entonces que

K=I"=a(ky —K) (1.29)

Para este caso podemos construir un modelo matematico sencillo a partir de consi-
derar al consumo C =a+bY a >0, 0 <b < 1. Considerando que

Y=C+I= (a+1)= (a+K).

1-b 1-b

Poniendo ahora K* = kY considerando la ecuacion (1.28) llegamos finalmente a:

., ok . 1
K+B(11_b>K+aBKakl_b. (1.30)

Ejercicio 17 Encontrar la solucion particular, y mostrar que la estabilidad ahora se
pierde.

1.7.3. Control tipo feedback y politicas de estabilizacion

Supongamos que los productores reaccionan al exceso de demanda en forma pro-
porcional al mismo, de esta forma la varaiacién del producto seguird la forma:

Y =a(D-Y) (1.31)

siendo o > 0Y el producto agregado y D la demanda agregada. Supongamos primera-
mente que el gobierno estd ausente. En este caso la demanda agregada estd dada por la
propensién marginal a consumir del sector privado D = (1 —1)Y —u, 0 <[ < 1, siendo
u un factor de exdgeno de perturbacién. En este caso la ecuacion (1.31) toma la forma:

Y +alY =—ou (1.32)

La solucién de esta ecuacién es ¥ = Ce % — % Si consideramos la condicion
iniical Y (0) = 0 entonces

Y(t) = # (lfe_al’).

Esto signifca que Y (1);—e0 — —¥.

Veamos que sucede freente a politicas de estabilizacion.

Supogamos que el gobierno interviene, sea G las comparas del sector piblico. En
este caso la demanda agregada es:

D=(1-0)Y+G—u,
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y la coorespondiente ecuacion diferencial es:

Y +alY + ou = oG. (1.33)
Derivando en ambos miembros de 1 aigualdad obtenemos:
Y'+alY =aG'. (1.34)

Supongamos ahora que el gobierno intenta acercarse a cierto gast deseado G* por lo
que varia el gasto en forma proporcional a la desviacién de este gasto deseado. Formal-
mente

G =B(G"-G), (1.35)

siendo 3 > 0y G el gasto actual. Sustituyendo la igualdad (1.35) en (1.34) llegamos a
la ecuacidn:
Y+ (al+B)Y +aBly —afG" = —ap. (1.36)

Supongamos ahora que G* = —gY Sustituyendo llegamos a la ecuacién diferencial
lineal de segundo orden no homogenea:

Y +(al+B)Y +aB(l—g)Y =—af. (1.37)

1.7.4. Ejercicios
Ejercicio 18 Resuelva la ecuacion apy +aiy =g(t), ao# 0 para los casos siguientes:
1. g(t) es una constatne.
2. g(t) es un polinomio de tercer grado.
3. g(t)=ae”
Ejercicio 19 Para la ecuacion (1.37)
1. Muestre que hay una solucion particular Y, = —ﬁ.

2. Obtenga la solucion general y compare con los resultados obtenidos para el caso
(1.31).

3. Discuta las siguientes alternativas:

(@) G"=—g1¥ —gY".
(b) G* = f [3Y(s)ds. (AYUDA: para discutir este caso introduzca G* en la

ecuacion (1.34) y luego derive, obtendrd una ecuacion difernecial homo-
genea de tercer orden.)

1.8. Existencia y Unicidad de Soluciones

Sean W C R" abierto y J C I C R intervalos no triviales. Dada la ecuacién x =
f(z,x); una solucién es una funcién derivable u : J — W tal que (¢) = f(¢,u(t)); Vt € J.
Considérese el sistema de ecuaciones:

x=f(t,x)
x(to) = X0

con u(tg) = xo como condicién inicial. ; Tienes solucién?, ;es dnica?
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Definicion 1 (de solucion local para el sistema de ecuaciones). Dado el sistema de
ecuaciones diferenciales x = f(t,x) con condicion inicial x(ty) = xo, una solucion local
para el sistema es una funcion & (-, xg,t0) : J = W conty € J y tal que & (ty,x0,10) = Xo
y tal que Nt € J se verifica %5(r,xo,to) = f(t,éa(t,xo,to)).

Recuérdese que ¢ : X — R” con X C R” es localmente Lipschitz si Vx € X3IWy C W
vecindad de x tal que ¢ |W0 es Lipschitz. La variable puede cambiar en cada vecindad.

Lema 1 Toda funcién €' (R) es Lipschitz.
Prueba 1 Sea xo € Dom(f) y Wy vecindad convexa de xo. Considérese y,z € Wy; u =
z—Yy. Entonces y+su € Wy para 0 < s < 1. Sea ¢(s) = f(y+su)

— ¢ = Df(y+su)-u

1 1
= @) =S0) = 0()=00) = [ ¢/(5)ds = [ (DS(s-+s0)-u)ds
1
= 1£Q) = O < [ DS+ su)-ulds
1
< [ 1D5G+s0)|-ull ds < k12—

conk=sup{Df(y+su)}.

Wo

Teorema 6 de Picard Sea f: Q C RxR" — R" localmente Lipschitz con respecto a
la segunda variable. Entonces 3] = [to — ., 1o+ &] C I tal que % = f(t,x) con x(ty) =0
tiene una vnica solucion & (-,xo,t0) : J — W con (t,g(t,xo,to)) € Q.
Prueba 2 Si X(¢) es solucion para el sistema, obtenemos
!
X(@t)=Xo+ | f(s,X(s))ds;Vt € J.
J1g

Considere L : €°(J) — €°(J). Una solucién para el sistema es un punto fijo del
operador

Lx (1) =xo+/[0tf(s,X(s))ds.

Sea L : By(xp) — Br(x0), con xo funcion constante. Entonces

(LX)(t)—xoz/tf(s,X(s))ds

T

= (L) -l < [ "1 (X (5)) | ds
< /,Ot £ (5,X(s)) = f(s.x0) || + [|.£(5,%0) || ds

t
g/ (k|lx(s) — xo| + M) ds con Mf:mjeixf(t,xo)
fo

(t—10)(kr+M;y) ;VreJ
< 8(kr+Mjy)
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Biisquese 8 lo suficientemente pequenio tal que 8 (kr+My) < r. Ast ||(Lx)(t) — xo|| <
ry Ly € By(xq). Ademds:

(Lx) () — (L) ()| < /’

fp

/,OtkHX(S) ~X(s)|| < kS[1X —X][os -

f(s,X(s)) = f(5,X(s)) Hds

Si ademds escogemos 0 tal que k6 < 1, entonces el operador L es una contraccion.
Hdgase & al minimo de todas las 8’s y por el Teorema de Banach tiene un iinico punto

Jijo.
Ejercicio 20 1 f(x) = \/x en [0,a] no es €' en ningiin intervalo que contenga al 0.

0sit<O0

&(,0)=0 t,0)=
(1,0) =0y n(:,0) {,jsitzo

son soluciones de x = f(x) y xo = 0.

Ejercicio 21 2 ¢(x) = x*> con xo = 1 para x = ¢(x) = x°. La solucion es &(t,1) =
i

—Vt# 1.

1—¢

Ejercicio 22 1. Discuta la existencia y unicidad de la solucion del sistema
X = (2)61 — 3)(1 —xl)xl
X) = —X]

a) Indique los equilibrios del sistema

b) Sin resolver explicitamente el sistema dibuje la solucion en la region x| >
0, xo > 0.

2. Andlogamente para el sistema
X1 = (2x1 = 3x2)x1x2
Siendo x1(t) +x2(t) =1, x1(¢) > 0,x2(¢) > 0.

3. Considere ahora el sistema

X = (2)61 —3)62)()62 — l)
Xy = (Xl —)CQ)

4. a) Indique los equilibrios del sistema

b) Sin resolver explicitamente el sistema dibuje la solucion en la region x; >
0, x, > 0.

¢) Dibuje la solucion que pasa por (1,2).
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1.9. Continuidad con respecto a las condiciones inicia-
les e intervalo maximal

En esta seccién veremos que la solucién &(¢,x°) depende continuamente de las
condiciones iniciales. Veremos también lo que sucede cuando una solucién x(f) se
aproxima al limite del intervalo temporal (a, B) en el que puede ser definida.

El siguiente teorema muestra que soluciones que comienzan en puntos vecinos,
pueden ser definidas en un mismo intervalo cerrado y que se mantienen cercanas en
dicho intervalo.

Teorema 7 Sea ¢ € C'. Sea x(t) = £(¢,x°) la solucion de X' = ¢(x) con x(ty) = x°
definida en el intervalo cerrado [ty,t,]. Existen Uy C R" de x° y una constante K tales
que si 2° € Uy entonces existe una tinica solucion z(t) = &(t,2°) también definida en
[to,t1] con z(ty) = 2°, v z(¢) satisface:

[x(t) —z(1)| < Klxo — yolexp(K(r —10))
para todo t € [ty, 1]

El teorema previo dice que si dos soluciones (x(f) e y(¢) de un sistema de ecuacio-
nes diferenciales, estdn proximas en un mometo ¢ = fy entonces se mantendran cerca
para todo ¢ futuro. Mds precisamente no se alejardn mds rapidamente que una exponen-
cial.

Mas precisamente nos dice que el flujo, ¢, : R” — R" es una funcién continua de
xeX.

Ejercicio 23 Sea k > 0. Considere el sistema:

(-1 0
X = 0 k X.

1. Encuentre las soluciones, x(t) e yy(t) que pasan por los puntos x(0) = (—1,0),
yyn(0)=(=1,1)

2. Muestre que en un tiempo t = 10 la separacion entre las respectivas soluciones
serd menor que |1 |e'%.

3. Muestre que si 1 — 0 entonces Yy (t) — x(t).

Mostraremos ahora que si consideramos el mayor de los intervalos abiertos (¢, 3)
en el que puede definirse una solucién & (-, x°) para x’ = ¢(x), y cada x’ € W siendo W
un subconjunto abierto en el dominio de ¢ donde es C', entonces cuando ¢ se aproxima
al borde del intervalo de definicién de la solucidn, ésta se escapa de cualquier compacto
Kcw.

Definicién 2 Considere X' = ¢ (x) donde ¢ € C' estd definida en W subconjunto abier-
to de

mathbbR". Para cada x° € W existe un intervalo maximal (o, ) conteniendo el cero,
en el que existe una tinica solucion & (-, x°) : (&, B) — W. Llamamos intervalo maxi-
mal J a la union de estos (a,3) donde existe una solucion &(-, x°) para x0 € W es
decir J = Uy (@, B).
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Ejemplo 14 Considere la ecuacion diferencial en R dada por
=1+
Las soluciones de esta ecuacion son las funciones:
x(t) =tan(x+c)

donde c es una constante tales soluciones no puede ser extendidas fuera del intervalo

T T
—c—=2<i<—ct3

Obsérvese que x(t) — Froo cuando t — —c £ /2.

El ejemplo es tipico y se tiene el siguiente teorema.
El teorema serd enunciado para el borde derecho, pero el otro caso es andlogo.

Teorema 8 Sea W C R” abierto, sea ¢ : W — R un mapa C'. Sea y(t) = E(t,)°)
una solucion en un intervalo maximal J = (&, ) C R con B < oo. Entonces dado un
compacto cualquiera K C W existet € J cony(t) ¢ K.

El teorema dice que una solucién x(¢) no puede extenderse a un intervalo temporal
mayor entonces la solucién se extiende mas alld de cualquier conjunto compacto K
contenido en W. es decir afirma que cuando ¢ — 3 1a solucidn se acerca arbitrariamente
al borde de W. Lo mismio cuando t — .

De este teorema resulta el siguiente corolario:

Corolario 1 Sea A un subconjunto compacto de W C R" abierto. Si para todo x(0) =
10 € A E(1,x0) cae enteramente en A entonces existe una solucion & (-, Y°) : [0,00) — W
con &(t,y°) € A para todo t > 0.

Demostracion: Sea [0,) el intervalo semiabierto maximal en el que existe una
solucién. Si B es finito, de acuerdo al teorema anterior existe 7 € [0, ) tal que y(r) jnA,
luego y([0,B)) C A. Luego, en las condiciones del teorema, 8 no puede ser finito.

1.10. Equilibrios

Consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales:

x= f(x(2),1). (1.38)

Definicion 3 Un punto ¥ € X en el sistema de ecuaciones anteriores es llamado un
punto de equilibrio, o punto esacionario, o equilibrio din’amico, si f(x,t) = 0 para
todo t.

El siguiente ejemplo tiene por objetivo motivar el estudio que llevaremos adelante
en esta seccién, pero no crea todo lo que le dicen, sobre todo cuando el ejemplo que
presentaremos se basa en una de las leyes de las que mds se habla en economia, pero
no parece ser tan universal.

Ejemplo 15 » Trataremos el tiempo como una variable continua, y supondremos
que los productores fijan los precios de los productos sin conocer la curva de

demanda, D(p).
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w Al precio p los consumidores adquieren por unidad de tiempo, la cantidad D(p),
supuesta funcion decreciente con p. A ese precio los productores desean vender
la cantidad S(p) por unidad de tiempo, funcion creciente con p.

v s(p) y D(p) pueden ser diferentes, pues en el esquema nada indica que los pro-
ductores estén vendiendo lo que desean a precio p, admitamos que los produc-
tores corrijan el precio del producto proporcionalmente a la demanda excedente
del producto:

dp
= = kD(p)=S(p)) (1.39)
Esta es la ecuacion de Samuelson de la Ley de la Oferta y la Demanda. Desde que
las curvas se interceptan en py, precio al que la oferta es igual a la demanda, vemos que

el precio del mercado p convergird para pg. Esto puede verse en la figura siguiente:
Ejercicio 24 Analice el siguiente caso:

D(p) = aq+byP
S(p) = as —bsp

p=k(D(p)—5(p))
(a) Discuta la solucion en funcion de los valores de los coeficientes ay,by;as, by.
(b) Encuetre el equilibrio del sistema.

(c) Analice la convergencia de la solucion al equilibrio.

Dejando convicciones de lado, vayamos a la teologia.

Obsérvese que si X es un punto de equilibrio, entonces ¢ (¥) = ¥ para todo 7. Por
este motivo se le llama punto estacionario o punto fijo del flujo. Nos preocupard el
estudio de la solucidn, ¢ (z,x¢,%), esto es la solucién que en ¢ = fy pasa por xo, es decir:
@ (t0,x0,%0) = X0, en particular nos ocuparemos del comportamiento de soluciones que
pasan en ¢t = fy por un punto xo préximo a X y por otra parte del comportamiento de las
soluciones, cuando xj es un punto arbitrario del plano. El primer aspecto se relaciona
con la llamada estabilidad local del punto de equilibrio, y el segundo con la estabilidad
global.

Obsérvese que la solucién ¢ depende de #y como de xp. por lo que la solucién se
escribird entonces en la forma ¢ : R x R x R — R” representando entonces ¢ (¢, xo, ),
la solucidn el sistema, que en el momento 7y se encuentra en xg.

Definicion 4 Un equilibrio x es llamado globalmente asintéticament estable, si
o (t,x0,t0) — X cuandot — oo.

Mas precisamente, dado € > 0 existe un t tal que ||¢(t,x0,10) — X|| < € para todo t >
to +1 La definicion no depende ni de xg ni de t.

Definicién 5 Un equilibro X es llamado estable si para todo entorno Uz de X en el
dominio de f(t,-) existe un entorno Uz C Us tal que foda solucion x(t) con x(0) en

Uiz estd definidia y permanece en Uz para todo t > t.
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Definicion 6 Un equilibrio x es llamado localmente asintéticamente estable, si existe
una bola Bg (%) de radio 8 y centro xy tal que si xy € Bg(X) implica

0(t,x0,t0) — X cuando — .

Mas precisamente, dado € > 0 existe un 3(€) y un t(€,x9) tal que si ||xo —x|| < &
implica ||9(t,x0,10) — X|| < € para todo t >ty +1.

Podemos también decir que, X es asintéticamente estable si y solamente si, es esta-
ble y ademads lim,_,., = X para toda solicién con x(fy) € Uj;.

Ejemplo 16 Consideremos la ecuacion:

() ==2x(t), teR, xR y x(tp) =x0

Claramente ¥ = 0 es un estado de equilibrio, es facil ver que esta solucién es el
unico equilibrio. La solucién para esta ecuacidn es:

P (t,10,x0) = xoexp(—2(t —19))

Puede verse que ¢ (¢;19,x0) — 0 cuando t — o independientemente del valor inicial, la
solucién de equilibrio es tnica y el sistema es globalmente estable.
Discuta en funcién de a el caso

x(r) = ax(t)

Ejemplo 17 Consideremos la ecuacion:

1
x:—§x3(1‘), t€R, xR, x(to) = xo

Claramente, ¥ = 0 es el tnico estado de equilibrio. Haciendo un diagrama, ver figura,
puede verse que si x > 0 entonces X < 0y si x < 0 entonces X > 0. Consecuentemente
x(t) = 0 cuando t — o0

Supongamos ahora que tenemos el siguiente sistema lineal y homogéneo, con co-
eficientes constantes:

%(r) = Ax(t) donde A = [g;j] esuna n X n matriz

Si A es no singular, entonces ¥ = 0 es el tnico estado de equilibrio.
Sea x(t) = Ax(¢) un sistema de ecuaciones diferenciales con x(0) = xo. Sabemos
que la solucion es de la forma:

0 (t,x0,0) = exp(At)xo

Donde: exp(At) = ):ZC’ZOA"%. Esto es exp(Atr) es una matriz n X n.

Suponga que A tiene n autovalores distintos, A;, Az, ...,4,. Existe entonces una
matriz P tal que PAP~! tiene una forma diagonal cuyos elementos son los autovalores
(vase teorema (1)). Usando esta propiedad se obtiene el siguiente corolario:

Corolario 2 Si A es la matriz del sistema lineal y tiene n autovalores diferentes, A, A, ... A,
entonces la solucion puede escribirse como:

0(t:30) = Pexp(A1)P™ %o

donde P es una matriz no singular de ordenn xn'y
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M0 0 ... 0

Aot
exp(At): 0 eM 0o ... 0
0 0 ... ... M

En este caso la estabilidad depende crucialmente de los autovalores de la matriz A.
En particular si la parte real de todos los autovalores es negativa entonces claramente
exp(At) — 0sit — oo. Por lo que en este caso el sistema serd globalmente estable.

Teorema 9 Sea 5(t) = Ax(t) un sistema de ecuaciones diferenciales. El punto de equi-
librio X = 0 es globalmente estable si y solo si la parte real de los autovalores de A es
negativa.

Si un sistema estd dado por x(¢) = A(x(¢) — X) entonces x(¢) = X es el tnico estado
de equilibrio, mediante el cambio de variables y = x(¢) — X hallamos que § = 0 es el
punto de equilibrio.

Es sabido que si una matriz A s definida negativa, entonces todos los autovalores
de la matriz son negativas, consecuentemente el sistema es asintoticamente estable.
Decimos entonces que el equilibrio es un atractor global.

1.11. Estabilidad en Primera Aproximacion
Consideremos ahora la ecuacién
x=f(x) f:W—=R"WCR", abierto. (1.40)

Supongamos que f € C! y que ¥ € R” es un punto de equilibrio. se verifican entonces
los siguientes teoremas:

Teorema 10 (Atractor local) Sea Df(x) la matriz de derivadas de f. Si todos los
autovalores de dicha matriz tienen parte real negativa, entonces existe un entorno Ux
de % tal que toda solucion ¢ (t,xy) — X cuando t — oo para todo xy € Us.

Si bien no incluimos la demostracién del teorema la idea de la demostracién del mismo
es la siguiente: Consideremos sin pérdida de generalidad que X = 0, en otro caso hare-
mos el cambio de variables y(¢) = x(¢) — X. Como todos los autovalores ed Df(0) son
negativos, existe ¢ > 0 tal que la parte real de todo autovalor es menor que —c. Lue-
go puede probarse que toda solucién x(z) del sistema original verifica la desigualdad
()] < —cllx(0)]].

Teorema 11 Supongamos que X es un equilibrio estable para el sistema (1.40). Enton-
ces ningun autovalor la matriz D f (X) tiene parte real positiva.

La demostracion del teorema la incluiremos en un apéndice, corresponde al Teo-
rema de Hartman-Grobman o de linealizacién. No obstante agregaremos el siguiente
corolario:

Corolario 3 Un punto de equilibrio hiperbolico es o bien inestable, o bien asintdtica-
mente estable.

Definicion 7 Diremos que un punto de equilibrio X es hiperbélico si la derivada de
Df(X) no tiene autovalores con parte real nula.
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Decir entonces que un equilibrio ¥ es hiperbdlico, significa que ningtin autovalor
de Df (%) tiene parte real nula. En este caso si:
= Todo autovalor tiene parte real negativa, decimos que X es un atractor.
= Todo autovalor tiene parte real positiva, decimos que X es un repulsor.

= Si se presentan ambos signos en un punto silla. Obviamente un punto silla es
inestable.

Este teorema se fundamente en la posibilidad de sustituir en un entorno de un punto
de equilibrio, al campo vectorial f por su aproximacién lineal de primero orden:

F() = A(x— ) +(x), donde 1im 5y

x> [|x — %]

El siguiente teorema da una condicién necesaria y suficiente para que una matriz
tenga sus autovalores con parte real negativa.

Teorema 12 Routh-Hurwitz Una condicion necesaria y suficiente para que las raices
del polinomio caracteristico

P(A) =aoA"+ai A" - +a,

coeficientes reales, tenga raices con parte real negativa, es que los determinantes A; de
los menroes principales de la matriz A sean todos positivos. Sin pérdida de generalidad
escribimos ag > 0.

aj as as ay 0
ao ar ag de 0
0 aj as as 0
0 ay ay ay 0
0O 0 0 0 ... g

Noétese que todos las entradas que correspondan a valores mayores que n estan forma-

das por ceros.
a as
A1:a1, A2=< )
ap az

Ejemplo 18 Sea P(1) = 13 + A% +2A —24).

1 24 0
1 2 0
0 1 -24

Tiene |A; =1 >0, |Ay| =26 >0, |A3] = —(24?) < 0 no verifica el criterio.
Mientras que para el polinomio: P(A) = A3 +4A2 + 34 +2 resulta

4 20
1 30
0 4 2

Tiene |A; =4 >0, |A2] =10 >0, |Az| =20 > 0 verifica el criterio. En efecto las
raices de este polinomo so A = —1 doble y A = —2.
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Consideremos un sistema de ecuaciones diferenciales autébnomo, (esto es un siste-
ma en el que el segundo miembro no depende explicitamente de t.

x(t) = f(x(1))

del cual queremos conocer propiedades locales de la solucién de equilibrio. El proce-
dimiento habitual es el de obtener el desarrollo de Taylor de f en el punto X tal que
f(¥) =0y considerar unicamente los términos de primer orden. Entonces obtenemos
el sistema:

donde A = [a;j],aij = j—g evaluado en x = %. Este sistema es conocido como aproxi-
macion lineal del sistema.
Observacion 4 Es un resultado conocido que si un punto de equilibrio en la apro-
ximacion lineal es globalmente estable entonces es localmente estable en el sistema
original.

El reciproco no es necesariamente cierto, en otras palabras, es posible que un
punto de equilibrio sea globalmente o localmente estable en el sistema original y no
sea estable en la aproximacion lineal.

Ejemplo 19 Consideremos como caso:

%(t) = ax(r) — x(1)>.

Ciertamente ¥ = 0 es un punto de equilibrio. La aproximacion lineal para a = 0 es
x(t) = 0. Aqui X = 0 no es estable, pues la solucién que parte de xy es x(¢) = xo. No
obstante 0 es un equilibrio asintoticamente estable. Por este motivo la aproximacién
linal no debe usarse sin cuidados para hacer estdtica comparativa.

Ejemplo 20 Volvamos nuevamente al modelo de crecimiento de Solow, utilizando f(k) =
k%*, 0 < a < 1. Ya obtuvimos para este caso la ecuacion (1.7) segiin la cual:

k = sak® — (n+ §)k.

~(&1)
Obtuvimos también dos punto fijos ki =0y ky = ( ni—“(s) !

Tomamos la primera aproximacion en un entorno de cada uno de los puntos de
equilibrio:
fl) = f) + (k") (k— k")
Resulta f(k*) =0y f'(k*) = asa(k*)* ' — (n+8)
1. Para el caso ki = 0 la derivada no estd definida.

2. Para el caso k; = ky obtenemos:
flk2) =—(n+8)(1-a).
Luego obtendremos f(k) ~ —(n+8)(1 — o) (k—k*)

Obtenemos entonces la primera aproximacion: k= —(n+8)(1— a)(k—k*) que
resulta una ecuacion diferencial lineal de primer orden, cuya solucion es:

k(1) = I + (k(0) 4 k5 e ("+0)(1=0)t _Siendo negativo el exponente, el punto de
equilibrio resulta asintdticamente estable para el sistema original.
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Ejercicio 25 Para el modelo de Ramsey-Cass-Koopmans se obtiene el siguiente siste-
ma de ecuaciones diferenciales que gobierna la evolucion de la economia:

¢(t) _ fl(k(1)—p—6g

k(t) = f(k(1)) = c(r) — (n+ g)k(r)

Donde k y c representa el capital por unidad de de trabajo efectivo y el consumo por
unidad de trabajo efectivo. Véase D. Romer, Advanced Macroeconomic, Editor: Irwin
Professional Pub; 4a. ed. (29 de marzo de 2011).

1. Encuentre el estado estacionario de la economia

2. Paraelcaso g =2,p =6 =1/2,n= 1 muestre a partir de la aproximacion lineal
que se trata de un punto silla.

1.12. La Estabilidad segin Liapunov

Como ya fue visto el estudio de los puntos de equilibrio juega un papel fundamental
en las ecuaciones diferenciales ordinarias y sus aplicaciones. Ademds estd claro que un
punto de equilibrio debe tener ciertas propiedades de estabilidad para tener relevancia
en el mundo real, pues generalmente no es posible localizar exactamente un punto, sino
s6lo de manera aproximada. De ahf al importancia de que en un entorno del punto en
cuestidn, las soluciones no se alejen mucho con el tiempo, mejor aun si se aproximan
con el correr del tiempo a la solucién exacta.

Por el planteo que hicimos anteriormente, conocer la estabilidad de un equilibrio,
supone conocer la totalidad de las soluciones de la ecuacién diferencias, lo que puede
resultar dificil sino imposible.

El matemadtico ruso A.M. Liapunov, en su tesis de doctorado de 1982, encontré un
criterio muy amplio para conocer la estabilidad de un punto de equilibrio de un sistema
dindmico

X = f(x). (1.41)
Aqui f: W — R" es una aplicacién C' en un conjunto W C R”" abierto.

Se trata de generalizar la idea de que la distancia, ||x(¢) — %|| decrece para las solu-
ciones cercanas a x.

Sea V : U — R una funcién derivable definida en U C W de x. Denotaremos por
V(x) : U — R la funci6n definida por:

V(x) =DV (x)(f(x))

Aqui el miembro de la derecha es simplemente el operador DV (x) aplicado al vector
f(x). Entonces si ¢ (x) es la solucién de la ecuacién diferencial que pasa por x cuando
t=0,
V() = SV
X)) = — X —
dt (4 t=0

por la regla de la cadena. Consiguientemente, si V (x) es negativa, entonces V decrece
a lo largo de la solucion.
El teorema de Liapunov, tiene el siguiente enunciado:

Teorema 13 Sea x € W un punto de equilibrio de (1.41). SeaV : U — R una funcion
continua definida en un entorno U C W de X, derivable en U — x, tal que
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(a) V() =0y V(x)>0six#X%;
(b) V<0enU —x.

Entonces x es estable. Si ademds:
(c) V<0enU—x,

entonces X es asintoticamente estable.

Definicion 8 Una funcion V que satisface (a)y (b) se llama funcién de Liapunov para

X.

Ponemos énfasis en que el teorema de Liapunov, se puede aplicar sin necesidad de
conocer la solucién de la ecuacién. Como contrapartida, no existe un método definitivo
para hallar funciones de Liapunov; es una cuestiéon de ingenio y de prueba y error
en cada caso. elmatematico uruguayo J.L.. Massera demostré el teorema reciproco de
Liapunov. Algunas veces hay funciones naturales para ensayar

1.12.1. Ejemplos y aplicaciones

Consideramos a continuacién algunos ejemplos que ilustran acerca de la teoria an-
teriormente expuestas.

Ejemplo 21 ( Ecuaciéon de Van der Pol). Consideremos la ecuacion:
X' —e(®—1)x+x=0
donde € > 0, o el sistema equivalente:

¥ = y+te(x*/3—x)
y = —x

Definimos la funcién de Liapunov como V (x,y) = (x> 4y?)/2. Entonces, V = ex?(x* /3 —
1) a lo largo de una solucién. Para D = {(x,y) € R? : x* +y? < 3},V < 0} mientras
que V(x,y) > 0. Mds aun, la desigualdad es estricta para todo (x,y) € D en ambos ca-
sos, por lo que concluimos la estabilidad asintética del (0,0) para toda solucién tal que

(x(0),(0)) € D.

Ejemplo 22 (Tatonnement processes) Es frecuente en economia considerar el si-
guiente sistema dindmico de ajuste de precios:

p=kz(p)

donde se considera a los precios como funcion vectorial del tiempo, p : R — R" siendo
z: Sf‘[l — R" la funcion de exceso de demanda, k es una constante de juste. Este
proceso es conocido como Tatonnement processes.

Teorema 14 Supongamos el siguiente mecanismo de ajuste de precios: p; = kiz;(p),i =
1,...,n con la funcion exceso de demanda, satisfaciendo el axioma débil de la prefe-
rencia revelada, esto es: si p* es un equilibrio de la economia, entonces p*z(p) > 0
para todo p # p*. Entonces p* es asintoticamente estable.
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Demsotracion: Definamos la siguiente funcion:
- 2
V(p)= Z [(pi—pi)?/ki] -

Verifique que esta es una funcién de Liapunov para p*. Mds aun que la hipétesis de la
preferencia revelada implica que,

d Vv

dt
Observacién 5 (El teorema de Sonnenschein-Mantel-Debreu) E! teorema SMD, afir-
ma que dada una funcion que verifique la ley de Walras y se homogenea de grado cero,
podemos construir una economia con preferencias concavas de forma tal que dicha
funcion corresponda a su exceso de demanda. Esto dice que el campo vectorial aso-
ciado a la ecuacion diferencial del tatonnement que aqui analizamos es muy amplio.
Por lo tanto si bien la existencia del equilibrio puede probarse, la estabilidad del equi-
librio estd lejos de tener la misma genrealidad. En principio precios cercanos al de
equilibrio pueden no converger a ningtin lugar. En el caso considerado en la seccion
las funciones de demanda y oferta tienen formas muy particulares, los mercados se
comportan en general en forma no tan simple. Por otra parte para economias con
mds de dos bienes no hay mecanismo que asegure la convergencia a algiin precio de
equilibrio.

(p) =—-2p"z(p).

Ejemplo 23 (Presa-depredador) Consideramos una especie depredadora en canti-
dad y y su presa en cantidad x. La especie depredadora se alimenta exclusivamente
de su presa. El niimero de presas consumidas es proporcional al niimero de encuen-
tros presa-depredador, el que suponemos poroporcional a xy La tasa de creimiento
de la especie depredadora se puede escribir entonces como y' = (Cx — D)y siendo
C > 0,D > 0. La presa en ausencia de su depredador se reproduce, suponemos que
su tasa de crecimiento sea X' = (A — By)x. siendo A > 0,B > 0. Llegamos entonces al
sistema de ecuaciones presa-depredador de Lotka y Volterra:

X' =(A—By)x
(1.42)
Y =(Cx—D)y.

1. Este sistema tiene puntos de equilibrio: (0,0) y (D/C,A/B).

2. Notese que los autovalores correspondientes a la arporximacion lineal en el punto
(D/C,A/B) son imaginarios puros.

3. Resuelva la aproximacion lineal correspondiente. Observe que aun nada se puede
concluir acerca de la estabilidad del equilibrio.

4. Dibuje el diagrama de fases, indicando las rectas:

_ _A
¥=0 y=%

Qs

V=0 x=

5. Indique en cada uno de los cuatro cuadrantes en que quedé dividido el espacio
de fases la direccién del movimiento a lo largo de las soluciones. Ver‘a que la
trayectoria es antihoraria.
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6. >Puede afrimar algo acerca de la estabilidad del equilibrio?
7. Analice la estbilidad del punto de equilibrio (0,0).

8. Intentaremos encontrar una funcién de Liapunov para analizar la estabilidad del
equilibrio z = (D/C,A/B).

Buscaremos la funcién de Liapunov en la forma H(x,y) = F(x) + G(y).
Queremos que a lo largo de las trayectorias H (x(¢),y(t) < 0.
H(x,y) = xF'(x)(A - By) +yG'(y)(Cx — D).

xf'(x) — yG'(y)
Cx—D — By—-A

Elegimos la constante igual a 1. Luego

H(x,y) = 0 implica = cte.

F'(x)=C—-D/x
G'(y)=B—A/y.

Es decir: F(x) = Cx—Dlogx, G(y)=By—Alogy.
Finalmente H(x,y) = Cx — Dlogx+ By — Alogy.
Estd definida para x > 0,y > 0 tiene un minimo en z.

» Luego V(X,y) =H(X, y)- H(Z) es una funcién de Liapunov, en consecuencia
z es estable.

9. Ademads no existen ciclos limites, pues H no es constante en ningtin conjunto
abierto.

10. Luego o z es un sumidero, o bien es un centro de Orbitas periddicas. En este
caso es relativamente sencillo verificar que son 6rbitas periddicas. Para ver esto
considere un punto cualquiera w = (u,v) # z. Si w no estd en una 6rbita cerrada,
entonces ¢ (w) — z, t — oo en la recta x = D/C. Pero H es constante sobre las
trayectorias, por lo que H(w) = H(z) para todo w en la trayectoiria de w. Esto
contradice que z es un minimo para H

11. Interprete el resultado.

En el capitulo 4 del texto Evolutionary Game Theory de Jorgen W. Weibull, se dis-
cute la evolucién de los comportamientos humanos y animales dentro de una poblacién
dada. Los diferentes tipos posibles de conducta a seguir pro cad individuo se representa
por un subindice i € {1,2,...,n}. Por x; se representa el porcentaje de individuos que
dentro de un poblacién determinada siguen el comportamiento i—ésimo. De forma tal
que x; > 0 para todo i y ademds )} ,x; = 1. Llamaremos subpoblacién i—ésima al
conjunto de individuos que dentro de la poblacién general, siguen el compartamiento
i—ésimo.

Los individuos pueden cambiar su estrategia, por propia decisién si son humanos,
por ejemplo porque deciden imitar a ageullos que son mds exitosos socialmente, o bien
por mutaciones aleatorias en el caso de animales, resultando mds exitosas aquellas
mutaciones que hacen que los indivduos cambien al comportamiento que le da mayor
sobrevida. Este proceso evolutivo puede ser represntado por un sistema de ecuaciones
del tipo:

X = gi(x)x;, paratodoi € {1,2,...,} (1.43)
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Donde g; es una funcion real, definda en un dominio abierto X contenido en
n
A={xeR" :xiZO;in: 1},
i=1

que representa la tasa de crecimiento de cada subpoblacién es decir, g;(x) = X;/x;.
Sea g(x) = (g1(x),82(x), -...,gn(x)). Observe que la condicién < g(x),x >= 0 co-
rresponde al hecho de ser A invariante para el sistema.

Definicion 9 Una funcion de tasa de crecimiento g : X — R" se dice regular, si es
Lipschitz continua en un dominio X C R" abierto que contiene a A y ademds verifica
que < g(x),x >= 0 para todo x € A.

En consecuencia un estado estacionario x* debe verificar que g;(x*) = 0 para todo
i tal que x; > 0.

Definicion 10 Para cada x € A, definimos la funcion de entropia H, : QO — R
Xi
H(y) = Z x;log —
ieC(x) Yi

Siendo O, ={y € A: C(y) C C(x)} donde, C(x) representa el soporte de x, es decir,
el subconjunto de coordenadas de x que toman valor positivo.

Ejercicio 26 Muestre que si g es regular y si para x existe un entono Uy tal que

1. g(y)x=Y,;xigi(x) > 0 para todo y # x € U, entonces x es un estado estacionario
asintoticamente estable para el sistema (1.43).

2. g(y)x=Y,x;gi(x) <0 para todo y # x € Uy entonces x es un estado estacionario
asintoticamente inestable para el sistema (1.43)

Sugerencia: Muestre que la funcién H,(y), la entropia, introducida en la defincién
10 puede ser utilizada como funcién de Liapunov para el sistema (1.43) .

Para ello debemos probar H,(y) > 0 para todo y € U, que es convexa y que Hy(x) =
0, ademas que es decreciente a lo largo de toda solucién del sistema (1.43).

L. He(y) = Liecn Xilog 3l = — iec(y Xilog 3 = —10g Yicc(x) iyt = —10g Liec(x) Vi =
logl =0

2. Puede verse facilmente que

dH,(y) . X;
P = — _—=— x < 0.
2y, 3, g(»)

He(y) =),

1

3. La convexidad y la igualdad H,(x) = 0 son inmediatas.

1.13. Analisis de los puntos de silla

Recuerde que dado el sistema lineal x = Ax decimos que el equilibrio x = 0 es
un punto silla si los valores propios de A son reales y algunos son positivos y otros
negativos. En el caso de ser el sistema no lineal, X = f(x) el equilibrio X es un punto
silla si lo es para la aproximacion lineal x = Df(X)(x — X).
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Los modelos de ecuaciones diferenciales, en los que aparecen puntos de silla, son
los més frecuentes en economia. La idea es que si los valores iniciales de la economia
estan sobre el llamado camino de ensilladura la economia evolucionard al equilibro. A
diferencia del caso de atractores en el que cualquier trayectoria nos lleva al equilibrio
acd llegar al equilibrio supone habere elegido convenientemente las condiciones incia-
les. En el otro extremo un repulsor implica el otro extremo, la imposiblidad total de
llegar al equilibrio si las condiciones inciales no nos sitian ya, en el mismo.

Definicion 11 (Variedades estables e inestables) Sea X un punto de silla de un sistema
x = f(x). El conjunto de condiciones iniciales xj, que definen una trayectoria ¢(t,x;)
que converje a X es llamada variedad estable, mientras que llamamos variedad inestbale
al conjunto de condiciones iniciales x{ tales que ¢ (t,x3) — X cuando t — —oo.

Es decir que la variedad estable corresponde al conjunto
Wi (x) ={x e R": ¢(t,x,00) = Xt —> oo}
Mientras que la inestable
WH(x) ={x e R": ¢(t,x,10) = Xt — —oo}.

En el caso de sistemas de 2 ecuaciones con 2 incognitas, las variedades estables e
inestables corresponden a curvas que pasan por X y sus tangentes en X quedan deter-
minadas por los vectores propios correspondientes a los vectores propios de Df (%)),
siendo el que determina la variedad estable el correspondiente al valor propio negativo
y el que determina la variedad inestable el que corresponde al valor propio negativo.
Lo dicho puede generalizarse a mas dimensiones, siendo entonces superficies o varie-
dades estables o inestables, a las que llamaremos espacios estables, determinados por
las planos o variedades tangentes determinadas por el conjunto de vectores propios
correspondientes a valores propios positivos y negativos respectivamente.

Tlustraremos estos conceptos con los siguientes dos ejemplos.

Ejemplo 24 Analicemos el punto silla del siguiente sistema no lineal.
X1 = —X|
Xy =2x) — SSX?

El sistema lineal es

% =Df(0,0) = [ _(1) (2) }

Es decir
xl = —X1
Xy =2x
Los autovalores son A; = —1 y A, = 2. Fécilmente se ve que x; = aje”’ y que x; =

a»e* . El subespacio estable E° corresponde al gneerado por el autovalor negativo, es
decir E* = gen{(1,0)} y el inestable E* por el autovector correspondiente al autovalor
positivo, es decir E*Ogen{(0,1)}. Luego ¢;(x) — 0 si y solamente si x € E*. Para el
sitema perturbado original tenemos la solucién:

x1(t) =aje™?

xa(t) = aze? —i—a?s(e’y —e¥) = (ap — a?s)ezz +a?£e’3’.
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Luego ¢ (x) — 0 cuando ¢t — oo si y solamente si ay = a?. Consideremos el subconjunto
ScR?
S={xecR>:x, =ex}}

es fécil ver que si partimos de un punto a € R* : ar = 8a? y le aplicamos ¢, resultard
que ¢ (a) € S pues
| are™
%(8) = { elay — Sa?)ez’ +a%e‘3’ ]

pero como a € § se verifica la igualdad a; = sa? por lo que concluimos en que

aje

1
(P[(S) = |: 80?67'% :| S S
Es decir que S es invariante para ¢. También es cierto que el flujo a lo largo de esta
curva es estable, como ademds S es tangente al subespacio lineal en (0,0). Observe
ademds que cuando € — 0, S se transforma en ES. De esta forma W*(0,0) = S.

Ejemplo 25
X1 = —x1
Xp = —X2 +x%
X3 =Xx3 —i—x%
Que podemos escribir en la forma
-1 0 0 0
= 0 -1 0 [x+| 23
0 01 X2
El flujo es
aje”!
—t 2(,—t —2t
¢(S) = | me ' +ajle'+e )
t “% t —2t
aze’' + 5 (e —e™ )
)
siendo x(0) = (a1,a2,a3). Se ve que lim;_,.. ¢;(a) =0 si y solo si a3 = f%. Luego
W (0,0)=S={ae R’ a3 =—a’/3}.
similarmente

W”(O,O)zU:{aEEKS:al:agzO}

Ejercicio 27 Obtenga E° y E* y muestre que S es tangente a E* mientras que U lo es
a E* en (0,0).

Ejercicio 28 Considere el ejercicio 25 encuentre la variedad estable y la inestable.



Capitulo 2

Optimizacion estatica

2.1. Optimizacion estatica

En optimizacién estdtica tres tipos de resultados son los mds usados para resol-
ver problemas: (1) Teoremas sobre las condiciones necesarias para que un elemento de
cierto conjunto sea un extremo, son las llamadas condiciones de primer orden. (2) Con-
diciones suficientes, estas son basicamente condiciones relacionadas con las derivadas
segundas, o concavidad y/o convexidad de las funciones que se estdn maximizando
o minimizando. (3) Teoremas de existencia de valores extremos. Debemos destacar
también que algunos resultados dan condiciones necesarias y/o suficientes para extre-
mos locales, la pregunta a continuacién es sobre las relacioén entre extremos locales y
globales.

Tlustremos lo dicho con un problema simple. Supongamos que se trata de ma-
ximizar una funcién real diferenciable f; definida en el intervalo acotado y cerrado
U = [up,u1]. Es decir queremos resolver el problema:

maxfo(u), conu € U. (2.1)

Una condicién necesaria para que u* € U sea la solucion de este problema puede
escribirse de la siguiente forma:

dfo(u”) . d fo(u*) e

2.2
du du ’ 2.2)

maxycy
o en forma equivalente:

d *
alr) ) <o, 2.3)
du
Nota: Para ug en los extremos del intervalo alcanza con la existencia de las deriva-
das laterales.
Este principio del maximo puede ser probado ficilmente. Supongamos que u* re-

suelve (2.1) entonces:

1. Si u* es un punto interior se verifica que dfgl(;*> =0, luego (2.2) y (2.3) se veri-
fican trivialmente.

2. Siu*:uoentonces%2’0)§0yu—u*:u—MOZOparatodoueU.

63
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3. Finalmente si u = u; entonces %(;1) >0yu—u"=u—u; <Oparatodouc U.
Observacion 6 En el caso de ser f : U C R" — R continua y derivable, en U convexo
y cerrado, debe considerarse el gradiente de la funcion evaluada en u* cuyas coorde-
nadas serdn no positivas para el caso de mdximo, (no negativas para minimo) y si u*
es un punto de la frontera de la region en la que se estd trabajando, entonces el vector
u—u* es cualquiera que apunte hacia el interior de dicha region.

Esta afirmacién se deduce considerando los siguientes pasos:

Sea u* € dom(f), un punto en el que f alcanza su méaximo.
Representamos por dom( f) el dominio de la funcién f el que asumimos convexo.

Para u € dom(f) siendo v = u — u* definamos la funcién, ¢ : [0,1] — R por la

relacién: ¢(A) = f(u* +Av) — f(u*).

Dado que el dominio de la funcidn f es convexo, se sigue que u* +Av € dom(f) V0 <
A<1.

Obsérvese que ¢(0) > ¢(A) VA €10,1].

Se sigue entonces que ¢’ (0) = grad f(u*)v < 0. En particular, la desigualdad se
obtiene para todo vector v = u — u*, que apunta hacia el interior del dom (f) y
cada vez que u* pertenece a la frontera del dominio de f.

Se sigue ademads, que el gradiente de f debe anularse en u*, cada vez que és-
te sea un punto interior al dominio y en el que la funcién alcanza su maximo
(obviamente siendo f derivable en dicho punto).

Ejercicio 29 Escriba las condiciones equivalentes para minimo.

Las condiciones anteriores son condiciones necesarias para un maximo, pero no
suficientes. Los puntos que verifican las condiciones necesarias son entonces los can-
didatos a maximo. Es entre los candidatos que debemos buscar los elementos con las
condiciones requeridas para maximo. Generalmente estos no son muchos, de entre ellos
nos quedamos con aquellos que hagan que el valor que alcanza fj sea el maximo. No
obstante, en principio la existencia de algin médximo no estd garantida. Precisamos
condiciones adicionales, como por ejemplo las del teorema de Weierstrass. Si estas
condiciones son verificadas entonces algunos de los candidatos resolveran el proble-
ma.

En algunos casos las condiciones necesarias son también suficientes, pero para que
esto suceda muchas veces hay que restringir el conjunto de elementos con el que tra-
bajamos. Asi sucede si por ejemplo ademds de la continuidad exigimos la concavidad
de fo. En este caso, siendo que las funciones céncavas verifican la desigualdad:

o o dfo(u”)
folu) = fo(u™) < = —(
la condicién necesaria pasa también a ser suficiente. Bajo el supuesto de concavidad
los candidatos son mdximos ya no sélo relativos, sino también globales. Condiciones
como las obtenidas, analizando la derivada segunda en los puntos donde la derivada
primera se anula, son generalmente condiciones suficientes, aunque solamente para
extremos relativos, los que no son necesariamente absolutos o globales.

u—u") VueU, 2.4)
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Finalmente cualesquiera de las condiciones necesarias (2.2) y (2.3), bajo el supues-
to de concavidad, son también suficientes para que el candidato u* sea maximo global,
pues hacen que fy(u) — fo(u*) <0 paratodou € U.

Observacion 7 Para el caso de ser f:U C R" — R cdncava, en U convexo, andlo-
gamente a lo dicho en la observacion 6, el gradiente evaluado en u* es quien debe
utilizarse en el lugar de la derivada respecto a u, en cuanto a u — u* serd un vector
interior a la region en la que se maximiza, por lo que el producto: df‘ili(:*)(u —u*) re-
presetard un producto interno. Siendo U convexo, es suficiente con la existencia de las

derivadas parciales para toda direccion h tal que u* +oh e U y0 < o < 1.

2.1.1. Un problema simple de optimizacion dinamica

Consideremos ahora el siguiente sencillo problema de maximizacion. Sea fy una
funcién real dada, consideremos los valores previamente fijados 7o y f; que representan
los instantes inicial y final del problema:

it
maxJ(w) = [ folu(t),1)dt, 2.5)
uew to

donde 7 hace referencia al conjunto de todas las funciones continuas a trozos
u: [to,t1] — R tales que, para todo 7 € I se verifica que ug < u(t) < u;. Siendo ug y u;
valores reales prefijados.

El problema consiste entonces, en hallar aquella (o aquellas) funcién u € % que
haga que la integral del problema (2.5) tome su valor maximo. Es decir, se trata de
encontrar u* € 7/ que sea optimal para este problema. Para la siguiente proposicion
representaremos por U el intervalo real [ug, u;]. Luego, para cada t € I se verificard que
u(t) € [up,u1] y notamos:

Proposicion 6 (Condicion necesaria y suficiente) Sea f : U x I — R continua en
ambas variables. Es condicion necesaria y suficiente para que u* € % resuelva el
problema (2.5) que para cada t € [ty,t1] se verifique la desigualdad:

f(u*(t),t) > fu,t), Vuel. (2.6)

Prueba 3 » Suficiente: El hecho se sigue naturalmente de que al verificarse la
condicion (2.6) se verifica que

fu(®),t) = f(u(£),1) <0, Vr € [to,1] 2.7)

y por lo tanto

/t1 [f(u(t)ﬁ)—f(u*(t)t)}dt§0,Vu€U (2.8)

fo

» Necesaria: Lo demostraremos por el absurdo. Supongamos u* resuelve el pro-
blema (2.5), pero que existe s € [ty,t1] donde la condicion (2.6) no se cumple.
Esto es, que existe i € U tal que f(it,s) > f(u*(s),s). Luego por la continui-
dad de ux en s existe un entorno, de s de radio 6, Vs(0) tal que f(u*(t),t) >
f(a,1) Vr e Vy(8).

Consideremos ahora la funcion i € % definida como:
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(1) = {;; Vt € [8—5,5]

(t), en otro caso

siendo s un punto de continuidad de u*(t) y 6 > 0 suficientemente pequerio.
Definimos entonces

) (fo(ﬁ(t),t) —f(u*(t),t))dt.
2.9)

La optimalidad de u* asegura que A(J(8)) < 0. Obsérvese también que 0 =
A(J(0)). Luego podemos escribir que

s—6

A(J(8)) :/t: fo(zi(t),t)dt—'/t:l fo(u*(t)J)dt:'/\

A(J(8)) = A(J(8)) —A(J(0)) <O0.
A(J(8)) —A(J(0)) ~ A'(J(0))8.

Siendo A'(J(0))8 = f(i(s),s) — f (u*(s),s)) se sigue que A'(J(0)) <0, por lo
que f (12, s) —f (u* (s),s) <0 hecho este que contradice nuestro supuesto: Luego
la condicion necesaria para mdximo.

Consideremos ahora el caso donde f(u,t) € C'[U x I] (para los puntos de la frontera
de U alcanza con pedir la existencia de las derivadas laterales).
La siguiente condicion es necesaria para la optimalidad de u*(¢).

Proposicion 7 Sea f(u,t) € C'[U x I] entonces la condicién

dfo(u*(t),t)
u

de continuidad de u* es necesaria para que J{u] alcance su mdximo en u*.

(u—u*(t)) <0,VueUVt € 1] (2.10)

Alos efectos de simplificar la escritura, utilizaremos la notacion f(u,1) = % (u,1).
Prueba 4 Parau € % , definimos h(t) = u(t) —u*(t). Por la convexidad de % se sigue
que

u (t)+oh(t)=au(t)+(1—a)u*(t) e %.

Consideramos ahora la funcion, ¢ : [0,1] — R definida como:

o) = /, " folu (0) + ah(e). 1) dr @.11)

estd bien definida. Siendo u* la solucion dptima, se sigue que ¢,(0) > ¢y(a) Va.
Luego por la condicion (2.7) (de la seccion (2.1)) se tiene que ¢} (0) = tf)‘ ot (2), 1) (u(t) —
u*(t))dt <0 para cualquiera sea u € % elegido (basta con la existencia en cero, de la
derivada izquierda de ¢). Esto implica que fo(u*(t),t)(u—u*(¢)) <0Vr € [to,11], de
continuidad de u*, pues en otro caso existiria un punto t € [ty,t1] de continuidad de u*,
yweU tal que fi(u*(f),r)(w—u*(f) > 0. Luego por la continuidad de f existe un
entorno Vi de t donde f(u*(t),t)(w—u*(t)) > 0,Vt € V;. En estas condiciones existe
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entonces w € % tal que w(t) = w, para todo t en su clausura y cero afuera ! Luego
para h(t) = w(t) —u* () se tiene que ¢;(0) > 0, lo que contradice la maximalidad de
u*.

2.1.2. Condiciones necesarias, suficientes y teoremas de existencia

Las condiciones necesarias nos definen candidatos, su optimalidad debe ser proba-
da usando otros argumentos, por ejemplo encontrando cuales de los candidatos tienen
asociado el mayor valor. Si hay teoremas de existencia, la optimalidad es propiedad de
algunos de los candidatos. No obstante, en ausencia de tales teoremas nada nos garan-
tiza que aun el mejor candidato sea maximal. Las condiciones suficientes, en general,
son garantizadas por condiciones que restringen el problema, como la concavidad (ver
proposicion (8)), o por condiciones en las derivadas segundas.

La siguiente proposicién se deduce directamente de la definicién de funcién con-
cava:

Proposicion 8 (una condicién suficiente) Sea fy(u,t) concava y derivable en u € U
para cada t € [ty, 1] entonces la condicion (2.10) es también suficiente para la optima-
lidad de u*.

Prueba 5 De la concavidad de fy en u para todo t € I se sigue que:

Luego de la condicion (2.10) se sigue que fo(u,t) — fo(u*(t),t) <OVue Uyt €.
La condicion necesaria es en este caso, también suficiente.

(u—u*(t)) Vi€l

Ejercicio 30 Enuncie el corolario correspondiente para el caso en que para cadat € I,
So(u,t) sea convexaenu € U.

Teorema 15 Sea fy : U X I — R dos veces derivable continuamente en u € U para todo
t € I. Supongamos que u* : I — R verifica las condiciones de primer orden (proposicion
(??)) y ademds la condicion

2 *
Fua 0 (0),1) = af(a“%)’t) <O0Viel, (2.12)

entonces u*(t), es solucion del problema de maximizacion del funcional J{u| defi-
nido en (2.5) restringido au € % .

Prueba 6 Consideremos nuevamente la funcion ¢ : [0,1] — R definida por:

on(@) = [ folu 1)+ anle) o)

(va introducida en (2.11)). Se sigue que ¢(a) — ¢(0) < %(p”(O)OC2 luego siendo

o (0)= [1 £ (u*(t),t)dt <O, el teorema queda demostrado.

— Jig Juu

!La clausura de un conjunto es el conjunto de todos sus puntos de adherencia.
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Ejemplo 26 Resolver el siguiente problema:

5
mix /0 (1) (x(t))dr.

XEU

Siendo % el conjunto de las funciones reales, continuas a trozos definidas en [0, 3]
tales que 2 < x(t) <3Vt €]0,5].
Resulta f(x,t) = (1 —t)x. Consideramos la condicion necesaria:

2 si0<t<1
X(t)=42<x*<3 sir=1
3 sil<t<5

Observe que la condicion necesaria es también suficiente por ser f(x,t) creciente
para todo 0 <t < 1ydecreciente en 1 <t <35.

Ejemplo 27 Resolver el siguiente problema:

7
2
q t—3)(x(t)) dt.
miix /O (t=3) (x(r))
Siendo % el conjunto de las funciones reales, continuas a trozos definidas en [0,7]
tales que 0 < x(t) <10Vt € [0,7].
Resulta f(x,t) = (t — 3)x%. Consideramos la condicion necesaria:

%
W(x—x*) =@{r-3)"(x—x%) <0,

para todo x € [0,10] y t € [0,7].

Obsérvese que la condicion necesaria se cumple para x*(t) = 0. No obstante, esta
serd mdximo si 'y solamente si (t —3) < 0 es decir si y solamente sit < 3. En el inter-
valo 0 < t < 3, la funcion f(x,t) = (t — 3)x* resulta céncava, por lo que la condicién
necesaria serd también suficiente. No obstante, para 3 < t <7 la funcion resulta con-
vexa en dicho intervalo, por lo que la condicion necesaria no define un mdximo sino
un minimo. Luego, el mdximo se alcanzard para x en la frontera derecha del intervalo
[0,10].

Resulta entonces

0 si0<t<3
() =q0<x*<10 sit=3
10 si3<t<7

Ejercicio 31 Resuelva el problema pero ahora considerando 1 < x(t) < 10. Observe
que si bien para x(t) = 0 la condicion necesaria se verifica, esta funcion no puede ser
considerada para el nuevo problema de maximizacion.
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Ejemplo 28 Consideremos el siguiente problema:

max/" [(x(t))l/z 7x(t)} dt, U ={xeCilto,n]:0<e<x(t)<1}.

X€U Jy,

Definimos J(x) = ,’0] {(x(t)) 12 —x(t)] dt. Se sigue que F(x) es concava en x para
todo x > 0. Luego podemos obtener el mdximo usando las condiciones necesarias, es
decir % (x*(1)) (x—x*(r)) <O0.

» Se puede ver que si 0 < € < }L entonces no existe soluciones con algiin valor
en la frontera de U = [g,1]. Luego la solucion si existe es interior, es decir
x*(t) € (g,1) Vt € [to,t1] por lo que la condicion necesaria implica: %xl/z (t)—
1=0, V1€ [t,t1] es decir, x(t) = 1.

1 ..
» Para el caso en que % < € < 1 entonces f(x) =x2 —x se maximiza en x = €. En
. _1
este caso se verifica que (%8 27— 1) (x(t) — 8) < 0 para todo t € [ty,11] y toda

x admisible.

2.1.3. Ejercicios

Ejercicio 32 Considere el problema de minimizacion:
xXEU

1
min/ (1 —x(t))4dt para 0 < x(¢) < a.
0

= Resuelva el problema discutiendo en funcion de a.

= Resuelva el problema de maximizacion correspondiente.

Ejercicio 33 Encuentre los extremos absolutos para el funcional:

J(x) = /: (t+ex(r) +x*(t))dt para0 <x(r) < 1.



70

CAPITULO 2. OPTIMIZACION ESTATICA



Capitulo 3
Optimizacion dinamica

3.1. Calculo de variaciones

El célculo de variaciones (o variacional) fue establecido por Euler y Lagrange en
el siglo XVIII. Es un problema matemdtico consistente en buscar mdximos y minimos
(o mas generalmente extremos relativos) de funcionales continuos definidos sobre al-
guin espacio de funciones. Es en ese sentido una generalizacién del calculo elemental
de maximos y minimos de funciones reales de una variable. Se llaman funcionales a
funciones reales, cuyo dominio lo constituyen a su vez, conjuntos de funciones. De
la misma manera que una funcién real de una variable real, hace corresponder a cada
nimero (en su dominio) otro nimero (su imagen), un funcional hace corresponder, a
cada funcién (en su dominio), un nimero real (su imagen).

Por ejemplo, la longitud del camino seguido entre dos puntos es una funcional, por-
que su valor depende del camino seguido entre los puntos origen y destino, el camino
seguido es una funcién y no un nimero. En economia dindmica, el bienestar defini-
do por funciones de utilidad intertemporales, del tipo: U(c) = t;l u(c(t),t)dt para un
periodo determinado de tiempo [fg,#;], depende a su vez, del consumo ¢(#) elegido en
cada instante de dicho intervalo, este define la llamada senda de consumo.

Modernamente, el cdlculo variacional, puede ser considerado como un capitulo
de la teoria del control 6ptimo. No obstante algunos resultados de la teoria econdmica
pueden obtenerse directamente a partir de é1. Sumado a lo anterior la forma m4s sencilla
de las demostraciones, respecto a las mds generales del control 6ptimo hacen que sea
valioso comenzar por el cdlculo variacional como paso previo a la teoria del control, la
que ciertamente, como fue dicho, es més general y lo comprende como caso particular.

En los inicios del cdlculo variacional se encuentra el problema de encontrar el ca-
mino en el plano, que una particula de masa m que se desliza sin friccion, debe seguir
en presencia de un campo gravitatorio, para unir el punto P = (xq,yp) con el origen
O = (0,0). Es el llamado problema de la curva braquistocrona que se remonta a J. Ber-
noulli (1696). Usando principios de mecdnica clésica el problema puede formularse
como, el de minimizar el funcional

= [

Y() -
donde g es la gravedad y las restricciones son f(0) =0, f(xp) = yo. Como puede
verse el valor que toma el funcional 7" depende de la funcién f elegida bajo la res-

71
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tricciéon de que pase por los puntos referidos. Entre todas ellas debe elegirse aquella
que minimice el valor de 7. La restriccion a f derivable aparece como natural para los
problemas fisicos.

Nuestro trabajo comenzard con el estudio de un problema propio de la teoria eco-
némica, al que volveremos en diferentes oportunidades a lo largo del texto.

3.1.1. Consumo versus ahorro

Ejemplo 29 (Consumo versus ahorro) Introduciremos acd el problema del ahorro,
las preguntas planteadas estdn referidas a las caracteristicas del ahorro que la auto-
ridad central debe recomendar como forma de garantizar un mejor bienestar para un
pais. Altas tasas de consumo presente son preferibles, no obstante esto lleva a una in-
suficiente inversion que pueden resultar en una cantidad insuficiente de capital maiia-
na. El planificador central intentard conciliar los extremos implicitos en este esquema
consumo-inversion.

Para resolver el problema de una trayectoria 6ptima de ahorro, comenzaremos defi-
niendo una funcién de utilidad U (C(t)) para la sociedad, definida sobre el consumo en
un periodo de tiempo [0, T']. Esta funcién la asumimos céncava y creciente en el consu-
mo (como generalmente se concibe en teoria econémica) para cada periodo ¢ € [0, T].
El planificador central (benevolente) buscard una trayectoria optima de consumo, tal
que maximice el bienestar social para el periodo considerado sujeto a que para consu-
mir, la sociedad debe producir, y su consumo C() en el momento 7, no serd otra cosa
que la diferencia entre producto e inversion.

Asumimos que la sociedad produce el bien objeto del consumo, a partir del insumo
K(t) al que llamamos stock de capital en el momento #, mediante una tecnologia re-
presentada por una funcién f (K (t)) que define el producto bruto en el momento ¢. La
inversion realizada en el momento ¢ se mide por la variacién del stock, K(t). De esta
forma tendremos la ecuacion de equilibrio: C(t) = f(K(t)) — K(t). En el modelo aho-
rro es igual a inversion, y este lo mide K(¢). Para f hacemos los supuestos comunes:
Y =f(K(1)), f'(K(t)) >0, f"(K(t)) <0.Es decir, creciente estrictamente, y conca-
va (rendimientos decrecientes a escala), lo que es habitual en economia. El problema
del planificador serd entonces maximizar una utilidad intertemporal, descontada (por el
factor de descuento p), teniendo en cuenta la necesidad de ahorrar para poder producir
en el siguiente periodo. Se trata entonces de resolver el siguiente problema:

T
mcéx/ U(C(t))e Pdt, 3.1
0
eligiendo una trayectoria para el stock de capital K(r) que haga que el consumo
correspondiente maximice la utilidad descontada en el periodo [0,7]. A lo largo de
este periodo, inversion y consumo estardn relacionados por la ecuacion diferencial:

K(t) = f(K(1)) = C(1), 32
debiendo considerar que la cantidad de stock de capital existente en el momento
inicial, K(0) = Ko.
Resumiendo en una, las ecuaciones (3.1) y (3.2) que definen el problema del plani-
ficador central éste serd representado por:

T o
méx /0 U(F(K(1)) - K(r))e P'dr. (3.3)

K
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Para que este problema tenga solucién debemos agregar un valor final K7 para el
stock de capital, al que por algiin motivo el planificador desea llegar: K(T') = Kr. El
estudio de este problema fue iniciado por Ramsey en 1928.

El problema anterior es un caso particular del problema cldsico variacional de

1
m)flx 1F(t,x,)é)dt, x(t) = xo0, x(t1) = x1.
fo

Geométricamente este problema puede interpretarse como el de encontrar la tra-
yectoria 6ptima entre las admisibles, que trasladan el punto A = (#p,xp) al punto B =
(t1,x1). Observe que se trata de encontrar un maximo global, es decir, un elemento
que haga el valor de la integral anterior sea el mayor posible, es decir buscamos x*
tal que J(x*) > J(x) para toda x que cumpla las condiciones exigidas, siendo J(x) =
jtgl F(t,x,x)dt. Ciertamente la primera condicién que le pediremos es aquella que per-
mitan que la integral exista, y en tanto que involucra a las derivadas, que sea derivable,
y ademads que verifiquen las condiciones de borde, es decir, los valores exigidos para la
solucidén en #( y al final, en #.

3.1.2. La ecuacion de Euler

En esta seccién supondremos que la funcién F : R? — R, es una funcién real con
derivadas segundas continuas en cada una de las variables, lo que simbolizaremos es-
cribiendo F € *(R?).

Se trata de resolver el siguiente problema de optimizacion,

1
méax [ F(t,x,%)dt, x(t9) = x0, x(t1) = x; (3.4)
X 1o
entre todas las funciones continuas con derivada continua en el intervalo [fo,#],
conjunto al que denotaremos %! ([to,tl]), y que cumplan las condiciones de borde.
Daremos a continuacién condiciones necesarias para extremos relativos de un fun-
cional como J(x) restringido al conjunto admisible, estos son candidatos a extremos
absolutos.

Definicion 12 Diremos que una funcion x es admisible, si es ‘62([t0,t1}), es decir si
u es dos veces continuamente derivable y verifica ademds las condiciones de borde
x(t9) = x0 y x(11) = x1.

Si por .% representamos el conjunto de funciones admisibles para este problema, y
siendo I el intervalo [y, ;] entonces:

F = {xe%l(l) Zx(t()) = X0, x(tl) le}.

Consideremos el funcional definido por J(x) = ftf)' F(t,x(r),%(t))dt. Asumimos que
F y sus derivadas, hasta la segunda al menos, son funciones continuas en todos sus
argumentos. Es decir que: F (¢, x,%), Fy(t,x,%), Fz(t,x,%), F; (t,x,%) y F,,, (t,x,%) Vz,w €
{t,x,%}, son continuas en su dominio, para todos sus argumentos.

Utilizaremos la expresion F* para representar F (¢,x*(t),%*(¢)). Analogamente por

‘98%* representaremos la derivada de F (¢, x, ) respecto a la variable z = {x, X} y evaluada

en (1,x*(1),%*(1)).
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Definicion 13 Llamaremos optimal tanto a una solucion para un problema de maxi-
mizacion como para un problema de minimizacion del funcional J(x), restringido x a
su conjunto admisible.

Si la busqueda de extremos se realiza en el interior de cierto conjunto admisible,
las condiciones de primer orden son las mismas para maximo que para minimo.

Definicion 14 Diremos que una funcion x* admisible es una solucion optimal (o sim-
plemente solucion) del problema (3.4) si y solamente si J(x*) > J(x) para toda x ad-
misible.

Observacion 8 Trabajando con cierto cuidado puede verse que la condicion de consi-
derar admisibles solamente las funciones en € ([to, tl]) es superflua y que alcanza con
exigir derivadas primeras continuas, es decir, funciones €' ([to,tl]). No obstante a los
efectos de facilitar la demostracion del principal resultado al que llegaremos en esta
seccion, la ecuacion de Euler, trabajaremos con funciones admisibles en el conjunto

%2([l0,l1]).

Supongamos que x* = x*(¢) es solucién optimal para el problema, (3.4). Para cada
nimero o definimos la funcién admisible x(z) = x*(t) + au(t) donde u € € ([to,11]),
que verifica u(fy) = u(t;) = 0. Se verifica entonces que J(x) < J(x*). Definimos ahora
¢ : R — R por la relacién:

1
o(a) =J(x" +ou) = / F(t,x"(t) + au(t), % (1) + aui(t) ) dt. (3.5)
1o
Se tiene entonces que J(x*) = ¢(0) > ¢(a), siendo ¢ una funcién diferenciable
definida en R, se sigue que ¢’'(0) = 0. A partir de esta observacion llegaremos a la
condicién necesaria para que una funcion sea optimal para el problema (??). Haciendo
economia en la notacién, como ya fue indicado, se puede escribir que:

W [dF* JF*
’0:/ ——u(t)+ ——u(t)| dr. 3.6
0'0)= [ |G+ i) (36)
Para llegar a la condicién de Euler seguiremos primeramente un camino que utiliza
la condicién de que las funciones admisibles son <52([t0,t1]), luego mostraremos un
camino mds general que sélo requerird que las funciones admisibles sean ¢! ([to,tl}).
Integremos por partes el segundo miembro de la ecuacién (2?):

noF* JF* i nd [(JF*
to_/t() dt( 3% )u(z)dr.

u(t)de = BF u(r)

X

W Ox

Sustituyendo ahora en (3.1)

¢'(0) = /t: [aalj: —% (8811*)] u(r)dt + <a§) tlbt(ll) - (85)

y teniendo en cuenta que u(ty) = u(t;) = 0, se llega a que la condicién

fp

rim [M[OF* d (OJF* B
(p(o)_/to {(%C—Ch(ax)]u(t)dt—& (3.8)
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Siendo que la igualdad (3.8) debe cumplirse para toda u admisible, el teorema fun-
damental del cdlculo nos permite concluir en que la condicién (3.8) se cumple si y

solamente si:
JoF* d (JF*

Esta ecuacion es la llamada ecuacion de Euler. Las soluciones de esta ecuacion
seran llamadas extremales.

Observacion 9 Ndtese que al condicion (3.7) es necesaria tanto para un mdximos co-
mo para un minimos relativos, no necesariamente absolutos. Bastaria con considerar
que @ € (—&,€) y suponer que x* es un extremo entre todas las que estdn en un entorno
suyo de radio €. No es una condicion suficiente para extremos, mds aun los extremos
absolutos podrian no existir aun cuando hubiera elementos de F que verificaran la
ecuacion de Euler.

Observacion 10 La condicién de que las funciones admisibles tengan derivadas se-
gundas continuas se utilizo al integrar por partes, para asegurar la continuidad de

d [ 9F*
dr \ odx J*

Veremos a continuacion que es suficiente con exigir que las funciones admisibles
tengan derivadas primeras continuas para llegar a la ecuacién de Euler. Comenzaremos

probando el lema fundamental del célculo que ya usamos para obtener la ecuacién de
Euler.

Lema 2 (fundamental del calculo) Si o(t) es continua en [ty,t1] y
1
/ a(t)h(t)dt =0 Y he @ ([t.n)) (3.10)
1o

con h(ty) = h(t;) =0, entonces o.(t) =0 en [to,1].

Lema 3 Si a(t) es continua en I = [tg, 1] y
gl .
/ a(t)h(t)dt =0 Y h e €' ([to,t1]) (3.11)
JI1o
con h(ty) = h(t;) =0, entonces o.(t) = c en [ty,11] siendo ¢ una constante.

Prueba 7 Integrando por partes resulta que

" / " a{)h(t)dr = 0 h e € (D).

) 0

/ " a()h(0)dt = a(t)h()

0

Aplicando ahora el lema (3) resulta que (1) = 0.

Lema 4 Si a(t) y B(t) son continuas en I = [ty,t1] y
/ " [(x(t)h(t) +BO)h(t)|dt =0 (3.12)

para todo h € € ([to,11]) con h(ty) = h(t;) = 0, entonces P es diferenciabble y B(1) =
o(t) Yt € [to,11].
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Prueba 8 Integrando ftg‘ B(t)h(t)dt por partes y sustituyendo en (3.10) resulta que

/tl (a(t)+B(t))h(t)dt = 0,Yh € €' (I).

fo

La conclusion se obtiene ahora a partir del lema (2).

Observacion 11 Este lema es el que nos permite concluir la no necesidad de supues-
tos sobre la diferenciabilidad de % (que lleva implicito la continuidad de X ver la

observacion 12 a continuacion), para llegar a la ecuacion de Euler.

La condicién de Euler se sigue ahora sin dificultad, a partir de la igualdad:

0 [dF* d OF* n [ gF* oF*
/ {axdta] u(yde— | {ax”“)ax”“) a

usando ahora el lema (4).
Las consideraciones anteriores sobre las condiciones necesarias de extremo en el
problema de Euler, se resumen en el siguiente teorema.

Teorema 16 Ecuacion de Euler Supongamos que F es € en sus tres variables. Una
condicion necesaria para que x* = x*(t) maximice o minimice el funcional
1]

J(x)= [ F(t,x,x)dt

fo

entre todas las funciones x(t) € € ([to,11]) y que verifiquen las condiciones de borde
x(to) = xo, x(t1) = x1 siendo xo y x| reales prefijados, es que x*(t) verifique la ecuacion

> a\ e )7 (3.13)

Observacion 12 En la ecuacion (3.13)

. 2 2 2
d (8F(t,x,x)) 2F  °F  O°F G

A R A T

IF (1.x(1).4(r)) '

es decir, la derivada total con respecto a t de la funcion ——;——=

La ecuacion de Euler en su forma desarrollada serd entonces:

d°F* N °F* N O*F* ., JF*
910% | dxdx. | oxdi.  ox

=0. (3.15)

Observacion 13 En el caso particular en que F no dependa explicitamente de t la
ecuacion de Euler toma la forma % {F* —x*F);*] =0, lo que equivale a resolver la
ecuacion:

F*—¥F,*=c. (3.16)

z .z . ! *
Donde se usé la notacion: xF.* = %7 Y ¢ es una constante.
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Observacion 14 Obsérvese que la condicion de Euler, fue obtenida a partir de la con-
diciones ¢'(0) = 0 esta es una condicién local, es decir que en principio sélo es una
condicion para extremo local, (mdximo o minimo) es decir para valores de o cercanos
al cero. No obstante consideramos valores arbitrarios de O pues nuestro interés es
el de caracterizar x* optimal entre todos los valores posibles de x, es decir, un mdxi-
mo global entre todas las funciones admisibles. Es decir, buscamos un optimo global.
Como sea, si la solucion existe esta cumplird la condicion de Euler. No obstante, pre-
cisaremos nuevas condiciones para caracterizar a un mdximo y su globalidad, mds
aun no tenemos hasta ahora ninguna condicion que nos asegure la existencia de una
solucion extremal. Entendiendo por extremal una funcion admisible, que verifique la
ecuacion de Euler.

Para asegurar la existencia de tal solucion no nos sirven las condiciones habituales
de existencia de soluciones a una ecuacion diferencial de segundo orden i = f(t,x,%),
pues tenemos dos condiciones en los bordes, x(ty) y x(11), los teoremas de existencia de
la solucion de estas ecuaciones diferenciales, consideran condiciones iniciales x(ty) =
X0y X(t()) =Xp.

Ejemplo 30 Consideremos nuevamente el ejemplo (29).

T
mix / U(F(K() - K(t))e Pdr (3.17)
0
con las condiciones de borde
K(0)=Ky y K(T) =Kr.

En este caso F(1,K,K) =U(c) = U(f(K(r) — K(r))e P'. Entonces consideremos
la ecuacién de Euler para este problema y tratemos de caracterizar la trayectoria Optima
para el consumo ¢(7), en el periodo considerado. Obviamente la maximizacién es en
todas las posibles funciones K (¢) continuas y con derivada continua en [0, 7.

La ecuacion de Euler para este problema serd entonces:

d
U'(e)f (K)e P + o (U'(c)e ) =0 (3.18)
Haciendo un poco de dlgebra, llegamos a :
U'(c)
U”(C)

K—f(K)K+ (p—f'(K)) =0. (3.19)

Esta ecuacién puede resolverse sélo en casos particulares. No obstante, como ¢ =
f'(K)K — K, llegamos para c(t) > 0 a la ecuacién para la tasa de consumo:
p—f(K)

o U/(C) o _
c cU’(c) (p f (K)) w ' (3:20)

cg/’;?)) es la elasticidad de la funcién de utilidad marginal del consumo.

Obsérvese que su signo depende de los supuestos que hagamos sobre U. En los casos
habituales serd negativa.

Obsérvese que no hemos demostrado ningiin teorema de existencia de la solucioén
de la ecuaci6n (3.20). Ademds una solucién significativa debe verificar ¢(t) > 0 Vr €
[0, T]. Por otra parte debe también especificarse el dominio de U.

Donde w =




78 CAPITULO 3. OPTIMIZACION DINAMICA

No obstante si la solucién optimal existe, ella verifica la ecuacion de Euler, obsér-
vese que la concavidad supuesta de U hace que w < 0, entonces existe una solucién
con tasa de crecimiento positiva si y solamente si f'(K) > p.

A partir de K(¢) puede obtenerse el valor de C(¢) V¢ € [0,T]. En efecto, C(t) =

f(K(t)) = K().

Ejercicio 34 Considere el ejemplo (29)

I-a

1. Obtenga los candidatos a solucioén para el caso en que U(c) = (”17 a0 € (0,1)
f(K)=bK, b >0, suponga Ky >=,Kr > 0.

2. Obtenga la ecuacion de Euler para el caso mds general: con U(c,t) e Y =

f(K,1).

3.1.3. Condicién de Legendre

Hasta ahora no hemos obtenido condiciones que determinen cuando una solucién
extremal es de maximo o de minimo. El siguiente ejemplo ilustra sobre el tema.

Ejemplo 31 Encuentre las posibles soluciones de Euler para

1
ﬂ@:/(ﬁ+@%mamzamnzéfL
0
La ecuacién de Euler vendra dada por
¥—x=0.

La dnica solucién de esta ecuacion diferencial que verifica las condiciones de borde es:

Sabemos que si existe una solucién que maximice J(x), esta debe verificar la ecua-
ci6én de Euler, no obstante como veremos esta solucién minimiza J(x) luego no existe
solucién de maximo.

Continuando con lo dicho en la observacién (14) sabemos hasta ahora que si una
solucién al problema variacional existe, ella verificard la condicién de Euler. Luego si
existe una tnica solucidn a la ecuacién de Euler que verifique las condiciones de borde,
entonces esta serd la solucién global. Es decir, la ecuacién de Euler indica candidatos
a solucidn, esta si existe, es alguno de ellos, pero debemos buscar una forma de elegir
entre los candidatos.

Como veremos en la seccién (3.1.4), la concavidad de F(z,x,%) es una condicién
para que una solucién de la ecuacién de Euler que verifique las condiciones de borde,
sea la solucién global al problema. Esta condicién es muy utilizada en teoria econémi-
ca.

Atendiendo a estos hechos consideraremos ahora la siguiente condicidn necesaria
(pero no suficiente) para que una solucién de la ecuacién de Euler, sea una solucién
de maximo local. En la seccion (3.1.4) presentaremos condiciones suficientes, esto es,
condiciones en ¢”(0).

La siguiente condici6én afirma que si x*(¢) es una solucién optimal, entonces el
signo de Fy; (t,x*(1),%(t)) se mantiene constante V ¢ € [f9, ], negativo para el caso den
que x*(f) sea mdximo y positivo para el caso en que es minimo.
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Teorema 17 (Condicién necesaria de Legendre) Supogamos que se verifican las
condiciones del teorema (16). Una condicion necesaria para que J(x) tenga un md-
ximo local en x* = x*(t) es que

Fii(t,x"(1),4° (1)) <05V € [to,11]. (3.21)
Una condicion para minimo se obtiene cambiando el sentido de la desigualdad.

La condicién de Legendre, como la de Euler, son necesarias (no suficientes), es
decir, que la séla verificacion de la condicion de Legendre no alcanza para determinar
la existencia de una solucién optimal, ni ain en el caso en que se verifique para una
solucién extremal.

La demostracién de este teorema se hard luego de la observacion siguiente al teo-
rema (??).

Ejercicio 35 Considere nuevamente el ejemplo (29), consumo y ahorro. Muestre que
si U"(c) < 0. Entonces el candidato resuelve el problema de mdximo local.

Ejercicio 36 Muestre que en el caso del ejercicio (31) se tiene que FJ. = 2. Por lo
tanto en este caso no hay solucion al problema de maximizar J(x).

La ecuacion de Euler es una condicién necesaria para un maximo local. Para estar
seguros que esta solucién sea de maximo debemos considerar otras condiciones tales
como que ¢”(0) < 0 para méximo local, 0 ¢”(0) > 0 para minimo local. Volveremos
sobre este tema en la subseccion (3.1.4).

Diferentes tipos de condiciones terminales

Muchas veces al problema

1y
max [ F(t,x,x)dt, conx(ty) = xo, (3.22)
x i

se le agrega alguna de las siguientes condiciones terminales:

> x1, con ¢ libre y x| fijo.

Los problemas con condiciones terminales dadas en (i) y (if) son llamdos proble-
mas de tiempo fijo, el caso (iii) es llamado de tiempo variable. En el caso (i) se trata de
encontrar una solucién x*(¢) 6ptima, es decir una trayectoria que resuelva el problema
(3.22) siempre que comience en xg, (x*(zp) = xo) pero no nos importa el valor de x*(¢)
para t = ;. Condiciones como las consideradas en (ii) son frecuentes en economia.
La tercera condicion exige encontrar una trayectoria éptima con la condicién de que
comience en Xy y que en ¢ = #; se encuentre sobre el grafico de la funcién g(r).

Cada uno de estos problemas agregan nuevas condiciones a la condicién de Euler
que la solucién debe verificar. Estas condiciones son llamadas condiciones de trans-
versalidad y son las siguientes:
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(1) (%) ’ <0, (=0, six*(#;) > x1). Esta desigualdad cambiarfa de sentido si
1=t

el problema fuera el de hallar un minimo.

=0.

=t

(1) [F* + (g —x) ‘95}

(IV) (F/*) ‘l:l] S 07 (: OSi'x(tl) >x1) y (F* _'xe/*) |t:l1 - O

P
Demostracion de las condiciones de transversalidad

(1) Problemas de extremo final libre. Siendo x(t1) libre, y como la solucién x* debe
maximizar a J(x) en el conjunto de todas las admisibles, debe entonces verificar
(??) para todo u admisble (u(fy) = 0), donde no necesariamente u(t;) = 0, por lo
tanto debe cumplirse que (%L;) =, = 0.

(1) Sea x* = x*(¢) solucién del problema. Como x* debe ser comparada con x*(¢) +
owu(t) para toda u admisible, entonces se tiene que u(fo) = 0 y ademds x*(¢;) +
ou(t;) > x;. Tenemos entonces dos casos a considerar:

a) x*(f1) > x; Sea € =x*(r1) > x; luego si u y a son elegidos de forma tal
que |u(t))]|a] < €, entonces como ¢ () debe tener un méximo en @ = 0
se sigue que ¢’(0) = 0. Luego, a partir de (3.7) se tiene que u(fo) =0y que
(‘%)h:,l u(ty) = 0, para toda u admisible, como puede ser que u(t;) # 0,
por lo tanto (%)b:tl =0.

b) x*(t) = x;. Esto hace que u sea admisble si x*(¢;) + au(t;) > x| Elegimos
en particular u tal que u(#;) > 0 esto supone que @ > 0. Luego como ¢ (0) >
¢ (), con a > 0 para el u admisible elegido, se tiene que ¢’(0) < 0 (nStese
que al restiringirnos a ¢ > 0, cero es un maximo en el borde, por la que la
condicién de méximo es precisamente ¢’(0) < 0). Luego, a partir de (3.7)
se sigue que (aa—’?) li=, < 0. Nota: Observe que esta serfa la tinica condicion
de transversalidad que se modificaria, en caso de buscarse un minimo.

(111) (No rigurosa) Supongamos que x*(¢) es admisible. Sea #; la primmera vez que
x*(t) corta a la curva g(¢). Sea u(¢) una funcién tal que u(tp) = 0 tal que x*(¢) +
ou(t) es admisbe para todo «. El primer momento en que esta curva corta a g(t)
depende de o. Llamamos a este #; (). En particular #; (0) = ¢;. Definimos ahora

o(a)= /ttl(a) F(t,x"(t) + au(t),x*(t) + au(t) )dt. (3.23)

0

Esta expresion alcanza su valor mdximo en o = 0. Asumiendo que 7 @) es dife-
renciable llegamos a que

t(a)
ote) = [ | Sut+ S| a4 7 (@i @),

Integrando por partes obtenemos

¢ (o) = /t:(a) [?; — Z‘;’;} u(t)de + {gu(t)]tl(a) + [Fli= (o)t ().

fo
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Tomando ahora @ = 0 como I'(0) = 0 y a patir de la ecuaci6n de Euler, llegamos
a que;

[gu(f)} 2 4 [F)i—y ()8} (0) = 0. (3.24)

Teniendo en cuenta que x*(¢1(a)) + au(t; (a)) = g(t1(a)), derivando esta ex-
presién con respecto a & y evaluando en o = 0 obtenemos que

u(t1(0)) = [(11(0) —x" (11(0)]r1 (0). (3.25)
Finalmente sustituyendo (3.25) en (3.24) obtenemos la igualdad requerida.e

(1v) En este caso x*(¢) debe resolver (3.22) con las condiciones terminales correspon-
dientes. Supongamos que t* es el tiempo Gptimo asociado a la solucion Gptima.
Entnoces x*(¢) resuelve el problema (3.22) con las condiciones terminales co-
rrespondientes a (ii), con #; = ¢* fijo y x(t*) > x; por lo que se obtiene que debe
verificarse la condicén de transversalidad (Tii) con t; = t*. Ademds, x*(¢) re-
suelve el problema (3.22) dada la condicién terminal x(¢;) = X*(¢*) con #; libre,
lo que se remite al caso (iii) con g(¢) = x*(¢*) siendo x*(¢*) constante se sigue
que g* = 0. Con lo que (Tiii) se reduce a (F* —x*@;’)

t=t* — 0..
Ejemplo 32 Consideremos la siguiente variante del problema (30)
T .
mix / U(F(K() - K(1))e ' dr (3.26)
JO
con las condiciones de borde
K(0) =Koy K(T) libre

Ejercicio 37 Obtenga las condiciones de transversalidad correspondientes al caso en
que la condicion final exigida es: x*(t1) < x1, con x| predeterminado y t fijo, para
mdximo y para minimo.

(En (??) se pedia K(T) = Kr.)

Ademds de la ecuacién de Euler, y la condicién K(0) = K se debe satisfacer la
ecuacion terminal (F;);=r = 0. En este caso (Fy);=r = U'(C(T))e™"" = 0, es decir,
U'(C(T)) = 0, pero esta condicién no se puede cumplir pues hemos considerado que
U’(C) > 0 para todo C. Podemos concluir que en este caso no existe solucion dptima. El
resultado es comprensible, por cuanto que en la funcién objetivo no se tiene en cuenta
lo que sucedera despues de T'. Por lo anterior, se intentard bajar K lo mas posible antes
de terminar el periodo y esto se puede hacer tan de prisa como se quiera, K (¢) — —o
cuando t — T. Luego U (c(t)) — oo. Nétese que no se impuso la restriccion K(7T') > 0,
por lo que admitimos la posibilidad de comerse el capital.

Ejemplo 33 ( Extraccion optimal de un recurso natural) Suponemos que ent =0
se comienza a extraer un recurso natural (por ejemplo petréleo) a una tasa u(r) la
cantidad inicial extraible del recurso es . Se desea saber cudl es el momento éptimo T
en el que debe detenerse el proceso de extraccion del recurso asi como la tasa optima
de extarccion u.
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Se tiene que para el T 6ptimo debe verificarse que fOT u(t)dr < x.

Asumientdo que el precio del producto en el mercado en el instante 7 es g(¢), el
costo de extraer el recurso a tasa u(r) es C(u(t),t). De esta forma el beneficio en el
tiempo 7 es w(u(t),t) = q(t)u(t) — C(u(t),t).

El beneficio total descontado (valor presente de la empresa) es

/0 "la(0ult) - Clu(e), H)e"de

Sea .
x(t) :X—/O u(s)ds

el remanente del recurso en el tiempo ¢. El problema variacional puede escribirse asi:

X

méx/OT[q(t)x(t) —C(x(t),1)]e "dt, conx(0) = %, x(T) >0, T libre. (3.27)

A partir de la ecuacién de Euler para este problema (que no depende de x) y sustitu-
yendo x(¢) por u(¢) obtenemos:

q(t) — —=—""=> =ce" (3.28)

siendo ¢ una constante positiva. El miembro de la derecha es el beneficio marginal.
Entonces el beneficio marginal a lo largo de del periodo de extraccién debe crecer
exponencialmente con el factor de descuento r. A partir de las condiciones de transver-
salidad (Tiv), y con un poco de dlgebra se obtiene la condicién:

u(T)

Wcu’(u*(T)a T)=1 (3.29)

Esto significa que la extraccién se detendrd en el momento en que la elasticidad de
costos por la tasa de extraccion sea igual a 1.

Obsérvese que en ningtin momento se dice que u*(¢) sea positiva para todo 7. En
principio podria haber momentos en que fuera conveniente devolver recursos a la na-
turaleza. Veremos las condiciones que aseguran que u*(7) > 0 al volver a este ejemplo
en el marco de la teoria del control éptimo.

Ejercicio 38 Para el caso q(t) = q Vt € [0,T] y C(u,t) = u® resuelva el problema
anterior. Discuta la pertinencia de la solucion encontrada en funcion de q,r y Xo.

3.1.4. Condiciones suficientes para maximos y minimos

Ya vimos que la condicién de Euler es necesaria para la solucién éptima, pero no
suficiente ni tampoco es una demostracion de la existencia de la solucién. Es una indi-
cacion de las propiedades que debe verificar la solucion si existe, indica candidiatos. Su
papel es similar a las llamadas condiciones de primer orden para el problema estatico.
En ambos casos se dan condiciones necesarias para un maximo (o minimo) local. Mds
aun la condicion de Legendre es un paso en este sentido, pero ain no es una condicion
suficiente.

En el caso estético la concavidad de la funcidn objetivo hace que las condiciones
de primer orden pasen a ser necesarias y suficientes para un maximo global. Algo
similar sucede en el caso dindmico, donde la condicion de Euler mas las condiciones
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de transversalidad propias del problema, pasan a ser necesarias y suficientes para la
existencia de un éptimo global, en el caso en que F(x,xx) sea conjuntamente céncava
en x y X para todo ¢.

Consideramos entonces el problema

|
max [ F(t,x,x)dt, conx(to) = xo, [to,t1] fijo (3.30)
X 1
con una de las siguientes condiciones terminales:
1. x(tl) =X
2. x(t1) > x
3. x(t;) libre.

Asumimos que F(t,x,%) es C* y que las funciones admisibles x(¢) son C'. Ya se
prob6 que las condiciones necesarias son la ecuacién de Euler y las coorespondientes
condiciones de transversalidad, para los casos sefialados en ((1), (2) y (3)) que son:

2. (95;*) e, <0, (=0, six*(1y) > x1).

3 (%) e =0,

El siguiente teorema nos dice que la concavidad conjunta en x y x de F(z,x,X) es
condicién suficiente para la optimalidad de la solucién de la ecuacién de Euler que
verifique las condiciones de transversalidad. No obstante no dice nada acerca de la
existencia de la solucién de la ecuacién de Euler, ni de su unicidad.

Teorema 18 (Condiciones suficientes de mdximo global) Supongamos que F (t,x,%) es
concava conjuntamente en (x,X) para cadat € [ty,11]. Si x* = x*(t) verifica la ecuacion
de Euler correspondiente a (3.30) y, en los casos ( (1),(2) y (3)), las correspondientes
condiciones de transversalidad dadas por ( (2) y (3)), respectivamente, entonces x* =
x*(t) es mdximo global en el sentido de que si x = x(t) es admisible en cualquiera de
los tres problemas anteriores, se verifica
11 11
F(t,x*,x")dt > | F(t,x,%)dt.

1o fo
Demostracion: La siguiente cadena de desiguladades es resultado sucesivamente de
la concavidad conjunta de F en x y X, y luego del hecho de que x* verifica la condicién

de Euler. Para abreviar escribiremos F = F(f,x,%X) y F* para simbolzar F evaluada en
(£,x%,X).

F—F> (3;:) (" —x) + <aai*> (" =) = % K‘Z) (x*—x)} .

Integrando ahora, obtenemos:

/mtl(F*F)dtz/t: % ng‘) (x*x)} di = <‘Z> e, (6 (11) = x(11)),

recordando que x*(fo) — x(to) = 0.
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Para los casos ((1) y (2)) la condicién ((2)) es suficiente para que x* ea un maximo
dada la concavidad de F. Andlogamente la condicién ((3)) para el caso (iii).e

La estricta concavidad asegura la unicidad de la solucién éptima cuando existe, y
en este caso es precisamente la extremal.

Muchas veces se dice extremal a un solucién de la ecuacién de Euler, y solucién
optima a la que resuelve el problema de maximizacién o minimizacién del funcional.

Ejercicio 39 Considere nuevamente el caso visto en el ejemplo (29) con las condicio-
nes de borde K(0) = Ko y K(T) = Kr, verifique que si f es concava entonces, bajo el
supuesto de concavidad de U respecto de C, la condicion de Euler caracteriza el K*
optimal completamente cuando este existe.

Condiciones suficientes mds generales, para que una solucién extremal sea maximo
son aquellas que hagan que ¢”(0) < 0. Desarrollando en serie de Taylor la funcién
¢ (@) en un entorno de cero, llegamos a la siguiente igualdad:

o(a) :q)(O)+¢'(0)a+¢"(0)%a2+o(a2). (3.31)

Igualdad equivalente a la siguiente:

1 h
T+ ) — I () = 0 /t (Fral 4+ 2 i+ [ )d
0
donde f* = f(z,x*,%*) simboliza el valor de la funcién integrando en cada ¢ en la

trayectoria extremal. Se tiene entonces el siguiente teorema:

Teorema 19 Si x* es extremal y verifica las condiciones de transversalidad, entonces
una condicion suficiente para que sea mdximo local, (minimo) es que

1 g
0

T+ o) —I(x7) = 50 / (Fral +2f i+ fLil)d <0(>0).  (3.32)
1

Observacion 15 Notese que si la forma cuadrdtica con matriz asociada

. fh
i = (f;; f;;)

es definida negativa para toda t en el intervalo considerado, entonces la extremal es
un mdximo local. (Andlogamente para minimo).

Usaremos la expresion det (H*) para indicar el determinate de la matriz H*. La notacién
Sy u,v = {x,%} indica la derivada segunda con respecto a los argumentos indicados
en los subindices de f, evaluada en (x*,%*).
Demostracion del teorema de Legendre: Luego de un poco de élgebra la igualdad
(3.32) puede escribirse como:
t
I + ) — I (x") = 1a2/ g
2 0] f ;x
Sien x* se alcanza un extremo, entonces det (H*) > 0 por lo que el signo del incremento
s6lo depende del signo de f3;. Por lo que si x* es extremal, el signo de esta funcién no
puede cambiar, pues en ese caso seria posible elegir funciones u admisibles que se
anulen fuera de un intervalo, donde la funcién f7; sea positiva y otras que se anulen,
donde dicha funcién sea negativa, contradiciendo el signo constante del incremento
para todo u admisible.e

{[f;}u — i)+ det(H*)uZ} .
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3.1.5. Un caso mas general

En muchos casos ademds de buscar un camino éptimo para F' se considera impor-
tante el destino, esto es el valor final al que arriba la solucién 6ptima, y por ejemplo
se considera importante maximizar una cierta funcién del estado final. En este caso el
problema puede escribirse como:

méx{ " (1)t +S(x(t1))} con x(to) = xo. (3.33)

X fo

Hallar el valor de x(#;) es parte del problema de maximizacidn.
Obsérvese x* es solucion de (3.33) si y s6lo si es solucién para el problema

1
méx/ [F(1,x,%) + 5" (x)x] , con x(ty) = xo, x(11) libre. (3.34)
x Jy

Entonces el problema es similar al ya estudiado considerando ahora Fj (¢, x,x) =
F(t,x,%) + §'(x)x. Por lo tanto la discusién anterior vale para esta funcién Fj. La

comdicién de transversalidad para este problema es (%—I;;) + 8 (x*(¢1)), donde
=t

ademdsnx*(¢) es solucién de la ecaucién de Euler para Fi(t,x,x). Para que las con-

diciones de transversalidad y la ecuacién de Euler sean condicidn suficiente, basta con

la concavidad de F en (x,%) y la concavidad de S. Para convencerse de eso basta aplicar
el teorema (18) a Fj.

Ejercicio 40 Supongamos que A(t) denota la riqueza (en activos financieros) de cierta
persona en el tiempo t. Supongamos también que esta persona recibe un salario w'y
puede ahorrar o tomar prestado a una tasa r. Su consumo en t estd dado por:

c(t) =rA(t) + w+A(1).

Suponga ademds que desea planificar su consumo desde el instante t = 0 (hoy) hasta
T su esperanza de vida. Es decir, desea maximizar su consumo a lo largo de su vida.

T
méx / U(c(t))e P d.
c Jo

Suponga U’ > 0, U" < 0, que p es el factor de descuento, sus activos en el instante
inicial son A(0) = Ao y espera trasmitir una herencia de al menos Ar.

1. Obtenga las condiciones necesarias para la solucion. Muestre que en particular
la solucion dptima requiere A(T) = Ar. ;Podria dar una interpretacion de este
resultado?

2. SeaU(c) =a—be ", donde ay b son constantes positivas. Resuelva la ecuacion
de Euler para este caso.

3. Muestre que las condiciones de transversalidad y la ecuacion de Euler son sufi-
cientes para que la solucion sea un mdximo.

Ejercicio 41 Suponga ahora que el individuo del ejercico anterior desea maximizar el
consumo a lo largo de su vida y la herencia que trasmitird.

mce’lx/OTU(C(t))efptdt—l— W(A(T))e T, con A(0) = Ag

donde  es la utilidad que le brinda Ar. Suponemos que ' > 0 y" < 0.
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1. Encuentre condiciones suficientes para la solucion de este problema.

2. Obtenga A* para el caso en que U(C) = a—be"C, con a y b constantes positi-
vas.

3.1.6. El problema isoperimétrico

El problema isoperimétrico es un problema cldsico del cdlculo variacional cuyos
antecedentes pueden remontarse a la reina Dido de Cartago, quien obtuvo, para fundar
su ciudad, el mayor territorio que pudiera ocupar un piel de buey a manos del entonces
rey Jarbas. Mds aun, el problema era conocido por los griegos de la antigiiedad clésica,
quienes ya intufan el resultado. Mas modernamente a Euler y el matemadtico suizo J.
Steiner se ocuparon del problema, este dio un resultado fallido. A pesar de su aparente
sencillez el problema no fue resuelto hasta mitad del siglo XIX por K. Weiresstras.

Se puede enunciar como sigue: Entre todas las curvas cerradas en el plano de
perimetro fijo, ;qué curva (si la hay) maximiza el drea de la region que encierra?
! Matemiticamente se formula de la siguiente forma: Sean dos puntos A = (a,0) y
B = (b,0) en el eje de las absisas, donde la distancia entre ellos estd dada. Es decir
AB = [. El problema de hallar una curva que maximize el drea entre ella y el eje de las
absisas serfa: Hallar una funcién f en el conjunto de las funcions derivables, de modo
de maximizar el funcional,

Imzﬁﬁww

con las restricciones

alrl= [

fla)=1(

En teorfa econdmica el problema llamado del agente y del principal puede ser mode-
lado y resuelto siguiendo las pautas de este problema clésico, y de ahi su importancia
para la referida teorfa. En este problema el principal (por ejemplo el propietario de
una firma), intentard maximizar su funcién de utilidad, atendiendo a que el agente (su
gerente) reciba al menos, el menor beneficio, a partir del cual se sentird dispuesto a
participar del programa para el que es contratado.

Sean U y H funciones preestablecidas (la funcion U representa la utilidad del prin-
cipal, y H la del agente). El problema relaciona dos integrales, una que se trata de
maximizar en la clase de las funciones admisbles, y otra que presenta un valor prefija-
do. La forma general del problema isoperimétrico es la siguiente:

b
/ 2dx = i
v/ 1+ (f"(x))?>dx = I (longitud de arco) (335)
b)=0

J(x)= [: F(t,x(t),%(t))dt
s.a: Hg(x) = gl Gt x(t) (1) = ¢ (3.36)

fo
x(lo) = X0 x(tl) =X].

siendo ¢ un ndmero real, prefijado.

I'Se puede demostrar que esta cuestion es equivalente al siguiente problema: Entre todas las curvas
cerradas en el plano que cierra un drea fija, ;qué curva (si la hay) minimiza el perimetro?
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Definicion 15 Serdn admisbles todas las funciones C\ [ty, ] tales que verifiquen x(ty) =
xo x(t1) = x1, asi como la condicién j;g‘ G(t,x(1),%(t))dt = c.

Teorema 20 (Condicién necesaria para el problema isoperimétrico) Sea x*(t) una
Sfuncion admisble solucion del problema (3.36), entonces existe una constante Y tal que
se verifica la ecuacion de Euler

Fx(t,x" (1), 5" (1)) — —Fi (1,27 (1), (1)) = 0,

siendo
F(1,x(t),%(1)) = F(£,x(1),%(1)) + G (2, x(1), %(1)).

Para la demostracion de este importante teorema, consideraremos algunos etapas
previas.

Consideremos primeramente el problema cuando las restricciones aparecen en cada
tiempo ¢. Es decir, cuando se trata del problema

maxtl] = [ F(e,x(2),1(t))dr

fo
s.a:g(t,x,x) =c

x(to) = xo, x(t1) =x1.

(3.37)

Para obtener las condiciones necesarias para este problema, comenzaremos recor-
dando el teorema de Lagrange, para el caso en que se desea maximizar una funcién
derivable f : R> — R sujeto auna restriccién definida por g : R> — R también deriva-
ble. Problema que puede plantearse de la siguiente forma:

max f(xy,x2),
xER? (3.38)
s.a:g(x1,x) =0.

Asumimos que grad g(x1,x;) # 0.

En las condiciones del teorema de la funcién implicita, a partir de la identidad
g(x1,x2) = 0 podemos obtener x(x1) : g(x1,x2(x1)) =0, para x| y x5 en cierto entorno
de una solucién. Obtenemos entonces que

de

8, (x1,22(x1)) + &b, (Xuxz(xl))dfxl =0.

Queremos entonces hallar un punto critico de f(x1,x2(x]), esto es, debemos resol-
ver
"
dxp (x7)

1466138+ 14 (61 ) 2 = 0

siendo x5 = x2(x7). De donde se sigue la colinealidad de los vectores grad f(x},x5) y
grad g(xjx;) pues ambos son perpendiculares a um mismo vector en R? definido por
v=(1,x5(x})). Luego existe A € R tal que

grad f(xy,x3) = Agrad g(xy,x3).

Dicha condicién es equivalente a resolver: méax, f (x1,x2) + Ag(x1,x2).
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Vayamos ahora a nuestro caso:

t
méaxJ[x] = lF(nx,X)dt.
x A (3.39)

s.a: g(t,x,x) =0.

En este caso para cada ¢t € [0,7] encontraremos una curva x(x) que verificard que
g(t,x,%(x)) = 0. Por lo tanto, para cada ¢ debemos resolver un problema de maxi-
mizacién como el representado por (3.38), es decir, que para cada ¢t tendremos un mul-
tiplicador de Lagrange A (¢) tal que

A(tx9) _ ) 980.5%)
ox ox (3.40)
A(55) o 38(059)
ox ox
La ecuacién de Euler para el problema de maximizacién verifica
af(t,x,%) d df(t,.xx) dg(t,x,%) d, . 0g(t,x,x)
o Ta ox T MMOT o 0=
Habremos obtenido entonces la condicién de Euler
IF* +v(t)g +18F +7v(t)g (3.41)

ox dt ox ’

Siendo y(t) = —A(¢).

De esta forma el problema definido por (3.37) puede resumirse a encontrar las
ecuaciones de Euler para el funcional ¢ (x) = ,;‘ (f(t,x, %) +y(t)g(t,x,x))dt.

El problema puede generalizarse para mds variables y restricciones.

Ahora estamos en condicioens de demostrar el teorema isoperimétrico:

Demostracion del teorema (20) Comenzamos definiendo z(7) = G(¢,x,%) y utiliza-
mos a continuacién lo ya visto para el caso anterior en que las restricciones dependen
de ¢. Escribimos entonces

z2(1) — G(t,x,%) = 0.

Utilizaremos ahora la ecuacion de Euler para el funcional

W= [ ) = A0 ) - Gl ).

Ip

Tendremos ahora las variables x,x,z,z y t. Para este caso (ver seccién (??))las ecuacio-
nes de Euler seran

dt
i (3.42)

La dltima ecuacion se reduce a %l (t) =0. Lo que implica que A(¢) es una constante.e

Ejercicio 42 Resuelva el problema isoperimétrico defindo por (??). Ayuda: Escriba
la condicion de Euler usando la forma definida por por la ecuacion (??). Luego haga
el cambio de variables x = tanu.



3.1. CALCULO DE VARIACIONES 89

3.1.7. Condiciones suficientes para un extremo local débil

A lo largo de estas notas hemos considerado reiteredamente el problema de obtener
condiciones suficientes para un maximo local para el funcional
1

J(x)= [ F(t,x(t),x(t))dt, (3.43)

fo

entre todas las posibles funciones continuamente diferenciables que verifican x(¢y) = A
yx (l‘ 1) =B.

Consideremos ahora el mismo problema pero entre un conjunto admisble de funcio-
nes mas estrecho. Muchas veces tiene sentido considerar como préximas a una funcién
dada, aquellas que lo estan puntualmente, sino que ademads no se diferencian mucho en
otras propiedades, por ejemplo en sus derivadas.

Distinguiremos ahora entre extremos locales fuertes (los ya considerados) y débi-
les. En el primer caso nos referimos a a condiciones que de ser cumplidas por una
determinada funcién hacen que ella sea la solucién al problema entre todas aquellas
funciones que estan cerca en el sentido de la norma del supremo, o puntualmete. En
el segundo caso la funcién que las verifica resuelve el problema para funciones que no
solamente estdn cerca en el sentido anterior sino que ademads entre aquellas cuyas deri-
vadas no se diferencian mucho, es decir, es un extremo local considerando un conjunto
mads restrictivo de funciones. Para hacer este andlisis posible, cambiaremos la defincién
de entorno de una funcién dada, a los efectos de introducir la proximidad ya no sélo en
el sentido de la norma, sino también en el sentido de la derivada.

Obviamente un méximo local fuerte, es también débil. Pues en el primer caso lo es
enre un conjunto mayor de funciones que en el caso de ser extremo débil. Introduzca-
mos ahora la defincién formal de extremo débil.

Definicion 16 Decimos que una extremal x* para el problema de maximizar el funcio-
nal (??) es mdximo débil, si lo es entre todos las funciones que verifican las condiciones
de admisibilidad y ademds entre todas aquellas x(t) = x*(t) + 1 (t) + 0’ (¢) tales que
M) +1n@)| < 8Vt € [ty,t1]. Andlogamente para minimo.

Recuerde que x* admisible, es un maximo local fuerte si consideramos todos los incre-
mentos tales que ||1()|| < 8. En este caso las derivadas entre la funcion y sus vecinas
en el entorno, pueden diferir mucho, lo que no sucede en el caso en que consideremos
el problema de hallar extremos débiles.

Consideremos los siguientes supuestos:

1. La funcidn F es tres veces diferenciable.

2. El camino x = x*(¢) es extremal, y pertenence a la clase de las funciones conti-
nuamente diferenciables en [a, b] verificando las condiciones x(a) = A y x(b) =
B.

3. p(t) = Fie(t,x*(¢),x*(¢) es negativa y continuamente diferenciable en [a, D).
4. q(t) = Fe(2,x%(2),%*(1)) — %Fxx(t,x* (¢),x*(¢)) es continua en [a,b].
5. No existen puntos conjugados de a para la ecuacion diferencial (pu’)’ = qu.

Decimos que a* > a, es conjugado de a si siendo u(x) la solucién de la ecuacién
diferencial anterior, con u(a) =0y u'(a) = 1 se verifica que u(a*) = 0.
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Teorema 21 Bajo las condiciones (1) a (5) anteriores, una extremal x* es un mdximo
local (débil) para el funcional (??) en la clase de todas las funciones continuamente
diferenciables que verifican x(a) = A y x(b) = B.

Idea de la demostracion: La demostracion se basa en la posibilidad de expandir la
funcién @ (z) = J[v* +th] en serie de Taylor hasta el tercer orden, en tornoat =0y
evaluando en t = 1, donde v* = (x*,x*) y h = (1,7), lo que permite escribir

Jv*+h] =Jv]+A[h) + Qlh] + E[h],
donde ,
I = / Fdr
b
Al = [ Fn+Fonds
1 b 2 : -2
Olh) = 5/ Fun™ +2F.nn + Fyn“dt

1 b . . .
E[h] = §/a Feoxe® 4 3Fox* M) + 3Feee )% + Foet)dt.

Puede demostrarse que
E[n] < m|llo][ 13,

siendo m una constante positiva y que

b
ol == [ py*(0) + a0y

Puede deducirse que, no habiendo puntos conjugados para la ecuacién (p(t)n (1) =
q(t)n(t), entonces Q[h] > y||17]|3, con ¥ > 0. Se concluye que J[v*] > J[v* + h], por lo
que bajo estas condiciones v* es maximo local débil. Para la demostracén completa se
puede consultar: ([?]).

Condiciones suficientes para extremo local fuerte, pueden consultarse ademds en
en ([?]) y también en ([?]).

Ejemplo 34 Considere el problema de maximizar

1
J(x) = / 13 — %t
0
sujeto a las condiciones x(0) = a; x(1) = .
= Acdsetiene que F, =0y F = —2.
= La ecuacion diferencial accesoria es 1" = 0.

= La solucién es u = ¢, no hay puntos conjugados de 0.

= Por lo tanto. la extremal

x(t):%t2+(ﬁ—a—%)t+a

es un maximo local débil.



Apéndice A

(4°(K),|||l..) y Teorema de
Punto Fijo de Banach

Al (€7(K),[]l..)
Dado un conjunto K C R? compacto y no vacio, considerar

%°(K) = {f : K — R continuas}

dotado con la norma || f]|., = mélgc{\f(xﬂ} .
X€

Teorema 22 El espacio (‘50 (K), HHw) es un espacio vectorial normado y completo,

es decir, es un espacio de Banach.

Prueba 9 Es claro que €° (K) es un espacio vectorial y que ||-||., es una norma en el
espacio. Basta probar que cualquier sucesién de Cauchy en (€° (K),|||,,) es conver-

gente dentro del espacio.

Sea (fu)y € €° (K) una sucesion de Cauchy, i.e. dado € > 0, existe N = N(g) € N tal

que

nm>N = &> ”fn*fm”oo:r&é%{‘fn(x)*fm(x)” .

Ast que para cada x € K se tiene que (f,,(x))y € R es una sucesion de Cauchy en
R, el cual es completo. Por lo tanto, para cada x € R existe un niimero real Ly tal que

fu(x) = L.

Definamos la funcion fy(x) : K — R tal que para cada x € K, fo(x) = Ly. Resta

probar las siguientes afirmaciones:

a fu Wfo

En efecto, dada € > 0, encontrar la N = N(€) € N tal que

nm>N = &> ”fn*fm”oo:I)?Eél?{‘fn(x)*fm(x)‘} .

Hagamos m — oo, entonces

91
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€2 |[fo = funllo = max{|fu(x) = o)1} = [1fn = follo -

Asi fy, —>H H fo -
b Veamos que fy € €° (K).
Nuevamente, como en (??), dado € > 0 encontrar la N = N(g) € N tal que

nm>N = an _meoo <€

y sea O, la delta de la continuidad uniforme de la funcion fy. Sean x,y € K tales
que ||x —y||gy < 6y, entonces

fo(x) = foW)I < [fo(x) = v () [+ Ifv (x) = v+ Ifn (v) = foly)| <et+ete=e .

Por lo tanto fo € €° (K) y el espacio es completo.

Observacion 16 De manera andloga se demuestra que el espacio

€' (K) = {f : K — R continuas y con derivada continua’}
con la norma ||f|l., = max{|f(x)| +|f'(x)[} donde |f'(x)] := V£ (x)llmo; €5 un

espacio normado y completo. Es necesario notar que para este caso, se requiere un
lema técnico sobre la convergencia uniforme de las derivadas. No es dificil, pero lo
omitimos para no extender demasiado éste apéndice.

A.1.1. Punto Fijo de Banach

Considere un espacio métrico (X,d). Una funcién f : X — X es una contraccién si
existe una constante ¢ € (0, 1) tal que para cualesquiera x,y € X se tiene d (f(x), f(y)) <
cd(x,y).

Teorema 23 del punto fijo de Banach Sean (X,d) un espacio métrico completo 'y f :
X — X una contraccion con constante ¢ € (0,1). Entonces f tiene un punto fijo y es
linico, i.e. existe un unico xo € X tal que f(xo = xo.

Prueba 10 Iniciemos con un punto arbitrario x; € X. Considerar O(x1) = {f"(x1) :
n € N} la érbita de xy bajo la funcion f. Es fdcil ver que si la drbita es finita, es decir
O(x1) = {x1,%2,X3,...,xn}, entonces xy = f¥~1(x1) es punto fijo; de lo contrario, si
fN(x) # xn debe suceder que fN(x1) = x;+; para algiin x; € {x,%2,%3,...,XN_1} ¥
tendriamos que d(xy,x;+) = d(f(xn—1), f(xi=—1)) < cd(xn—1,%+_1) lo cual nos lleva-
ria a una contradiccion.

Suponer entonces que O(x)) tiene una infinidad de elementos. Asi

d=d(xz,x1) =d(f(x1),x1)
d(x3,2) =d(f(x2),f(x1)) < cd(x2,x1) = cd
d(x4,x3) = d(f(x3),f(x2)) <cd(x3,52) < c-cd = c*d
d(xn1,08) = d(f(en), fan-1)) < ed(xy,xy-1) < c-N2d=cN"1d
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Veamos que la sucesion (x,)nen € X es d-Cauchy: sean n,p € N; entonces

d(xn7xn+p) < d(xn;xn+1) +d(xn+1axn+2) +... +d(xn+pflaxn+p)
<" Vd+cd+ M d+ .+ P
:d[Cnfl+cn+cn+1+".+cn+p71]
=dc"! [1+c+cz+...—|—c1’]

<dc"! ici =dc"! 1=0
i=0 I—c

d
()
1—c

si n es suficientemente grande, por lo que (x,)N es una sucesion de Cauchy en
(X,d).
Como (X,d) es completo, existe xo € X tal que x, 7) xo. Veamos que: a) xq es

punto fijo de f, b) xq es el unico punto fijo.

a Por la continuidad de f tenemos que:
Fxo) =  (1im(x,) ) = tim £ () = im(xu1.1) = o.
X n n

b Suponer que existe x* € X otro punto fijo de f, entonces d(xo,x*) =d(f(xo), f(x*)) <
cd(xg,x*), lo cual solo puede suceder si d(xp,x*) =0, i.e. x* = xo.
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Apéndice B

Teorema de Liebnitz

B.1. Teorema de Liebnitz

A continuacion se presenta la Férmula o Teorema de Liebnitz, necesaria para obte-
ner la Condicién de Euler.

Teorema 24 de Liebnitz Supongamos que las funciones u' (), v’(oc) son continuas en
{Oc| ph—e<a< Oto—|—8} para € >0, f soncontlnuasen { o) <z<v(a),a—

e<a<opte}.
Entonces se verifica que:

{d (/v(a) f(oc,z)dz)] (at0) = f (a0, v(00))V (0to) — f(0to, (i) )t (0t0)

do \. u(a)
+/ {8]6 %z } (ap)dz.

Caso particular
Teorema 25 (Caso particular) Si u(a) = a, v(ot) = b y las funciones f 'y 3—'& son con-
tinuas, se verifica que:

([ ) - 22
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Apéndice C

Teoremas para Estados
Estacionarios

A continuacién presentamos dos teoremas relevantes para el estudio de los estados
estacionarios de un sistema dindmico. Su aplicacién es sencilla y de gran interés para
caracterizar los estados estacionarios de las economias. No obstante, sus demostracio-
nes son algo técnicas y las omitiremos en este curso. Puede consultarse en los libros de
Herbert Amann (ODE) o de Gerald Teschl (ODE and Dynamical Systems).

C.1. El teorema de Hartman Grobman

El teorema de Hartman-Grobman, o de linealizacion, se refiere el comportamiento
local de los sistemas dindmicos en la vecindad de un punto de equilibrio hiperbdlico.
Afirma que la linealizacién -una simplificacién natural del sistema- es efectiva para
predecir patrones de conducta cualitativos.

Establece que el comportamiento de un sistema dindmico en un dominio cercano
a un punto de equilibrio hiperbdlico es cualitativamente el mismo comportamiento de
su linealizacién cerca de este punto de equilibrio, donde la hiperbolicidad significa que
ningtn valor propio de la linealizacion tiene una parte real igual a cero. Por lo tanto,
cuando se trata de tales sistemas dindmicos, uno puede usar la linealizacién del sistema
para analizar su comportamiento en torno a los equilibrios.

Teorema 26 de primera aproximacion, o principio de linealizacion.
Sea f: Q CR" — R" un campo C; y sea xo un punto de equilibrio de x' = f(x).

1. Si todos los autovalores de la derivada Df(xq) tienen parte real estrictamente
negativa, entonces xy es asintoticamente estable.

2. Si existe un autovalor de Df (x) con parte real estrictamente positiva, entonces
X es inestable.

C.2. Variedades estable e inestable

Definicion 17 Sea f: Q C R" — R” un campo C). Definimos el conjunto estable de
un sistema x' = f(x) como

97
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W = {xe Q: ,ILIE,W(I’X) =X0}a

y el conjunto inestable de X' = f(x) como

W, = {x €Q: lim y(z,x) zxo},
t——oco
siendo y(t,x) la solucion que en t = 0 se encuentra en x.

Teorema 27 Supongamos que x es un punto de equilibrio de un campo f € C(w,R")
y que Df (xo) es un operador hiperbdlico (i.e. todos sus autovalores tienen parte real no
nula). Entonces Wy y W, son subvariedades diferenciables de ?y sus espacios tangentes
en xg son Es y E,, respectivamente.

En particular, Wy tiene dimension igual al niimero de autovalores de Df(xy) con
parte real negativa y la dimension de W, es igual al niimero de autovalores de D f(xg)
con parte real positiva (en ambos casos contados con su multiplicidad).
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