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Objetivos y Agradecimientos

Estas notas pretenden ser una inteorduccién a los fundamentos de la tepria de juegos no
ccoperativos. La teorfa de juegos en la actualidad, presenta un sinimero de apliaciones y desar-
rollos espcificcos que merecen cada uno estudios dirigdos a la temética. Asi los juegos evolutivos,
la teorfa de negociacién, la teoria del agente y el principal, na teorfa de contratos, la de subastas,
por no mencionar el amplio campo de aplicaciones y dearrollo tedrico, de la teorfa de juegos
cooperativos. El lector intereasdo en estas temdticas deberd dirigise a la literatura especifica.

Estas notas son sélo introductorias, partiendo de una formulacién informal pero intuitiva,
pretenden llegar a definciones rigurosas, cuya intuicién, esperamos, el lector encuentre en las
primera partes de texto. Iremos paulatinamente aproxim#dndonos al teorema de existencia del
equilibrio de Nash, delque daremos una demostracién. Mostraremos también que sibieneste
concepto de equilibrio es fundamental en la teorfa de juegos, no siempre ofrece una solucién
satisfactoria y algunos refinamientos se hacen necearios.

Una versién preliminar de estas notas se encuentran en [Accinelli y Vaz, (2013)].

Agradecemos al CONACyT por el apoyo brindado a través de diferentes proyectos que

permitieron a los autores entre otras cosas, escribir estas notas.



Capitulo 1

Introduccion

La teoria de juegos podria definirse como el estudio de modelos matematicos sobre el con-
flicto y la cooperacién entre agentes racionales e inteligentes. Usando otras palabras, puede
caracterizarse el objeto de esta rama de la matemaética como el andlisis de modelos formales de
“comportamiento estratégico”, lo que obviamente sugiere la existencia de intencionalidad. !

El nombre de la disciplina proviene de sus antecedentes histéricos. En efecto, sus origenes
se remontan a la teorfa de la decisién cuyo objeto era el comportamiento de quienes participan
en juegos de salén que comienzan a desarrollarse en las cortes europeas a partir del siglo X VIII.
2 Uno de los temas que entonces se analizaba era, lo que posterirmente dio en llamarse la
“Paradoja de San Petersburgo”. La misma consistia en que la gente sélo apostaba sumas muy
moddicas para participar en un juego que tenia una ganancia esperada infinita y cuya mecdnica es
la siguiente: se tira una moneda al aire, si sale cara el apostador gana 31 y el juego se termina.
Si sale nimero la moneda es tirada otra vez. Si sale cara el apostador gana $ 4 y el juego se
termina, pero si sale n dmero se tira la moneda nuevamente. La ganancia por obtener una cara
en la tercera tirada es § 16 y por obtenerla en la cuarta es § 64, etc.

Los estudios modernos de teoria de juegos comienzan con Ernest Zermelo y Emile Borel.

Quizds Borel fue el primero en definir la nocién de juegos estratégicos. Publicé diversos trabajos

!Una autoridad en la materia como Robert Auman, define la Teoria de Juegos como la teoria del compor-
tamiento racional de personas con intereses no idénticos. A nuestro juicio al no hacer hincapié en la interaccién
entre los individuos, esta definicién resulta extremadamente vaga y no permite la distincién entre la teorfa de
juegos y la teoria estadistica de la decisién. [R. J. Auman, (1989)]

?La cita de rigor es [D. Bernuolli,(1730)], segtin la traduccién inglesa del trabajo de 1730 cuyo titulo original
era “Specimen Theorare Novae de Mensura Sortis”



sobre el juego del poker, incorpornado temas de informacién imperfecta y sugirié lao definicén
de estrategias mixtas comomedidas de probabilidad.

El teorema de Zermelo asegura que en cualquier juego finito entre dos personas, con
intereses estrictamente contrapuestos en el cual los jugadores mueven alternativamente y en los
que el azar no afecta el proceso de toma de decisiones, si el juego no puede acabar en tablas,
uno de los dos jugadores debe tener una estrategia ganadora. Mds formalmente y en términos

posteriores el teorema afirma que:

= Todo juego en forma extensiva que exhibe informacion total tiene un equilibrio de Nash
que puede descubrirse por induccidn hacia atrds. Si cada recompensa es unica para cada
Jugador, esta solucion por induccion hacia atrds (empezando por el fin del juego y yendo

hacia atrds hasta su inicio) es tnica.

Los estudios modernos de teorfa de juegos comienzan con [E. Zermelo (1913)], y [E. Borel, (1938)].
Pero recién con la publicacién del trabajo de Von Neumman y Morgernstein, Game Theory and
Economic Behavior, [O. Morgenstern, J. von Neumann(47)], es que esta disciplina comienza a
expandirse en forma sistemadtica.

En la matemdtica, el desarrollo inicial de la teorfa de juegos estd asociado con el desarrollo
de ramas aplicadas como la teorfa estadistica, de la decisién y una serie de problemas que,
grosso modo, pueden considerarse parte de la Programacién Lineal.

En las ciencias sociales la adopcién de la teorfa de juegos como una metodologia de andlisis
es mas reciente. La economia es la que ha liderado este proceso, sin duda alguna, y podria
decirse que desde comienzos de los anos 60 ha habido una masiva importacién de la teorfa de
juegos para la elaboracién de la teoria econémica.

De hecho, la idea de que la manera de formalizar el comportamiento racional era a través
de la teoria de juegos provocé un cambio dramaético en la manera de estudiar la microeconomia
- y més recientemente la macroeconomia - por cuanto algunas de las teorizaciones en el estilo
de las desarrolladas por la “Escuela de Chicago” de los anos 50 y 60 no pudieron ser sostenidos
cuando se adopt6 el nuevo marco analitico en forma generalizada.

La escuela de Chicago desarrolla, en 1930, el método llamado structure-condect performance,

conocido por sus iniciales SCP, para el estudio de la economia industrial y sobre el que basaba



su andlisis de la economfa industrial. En particual la formacién de monopolios y las politicas
anti-trust. este métod0 era més descriptivo y discursivo que formal y matemadtica y se opoia a los
planteamientos formales de la teoria de juegos. El paradigma de la Escuela de Chicago sostenia
que la actividad industrial debi analizarse cmoo en el largo plazo, en equilibrio perfectemente
competitivo. Pues en definitiva, la existencia de altos beneficios, en una ramade la produccién
harfa que nuevas firmas ingresaran, haciendo que el monopolio fuera sélo temporal.

La teorfa de juegos introducia la competencia imperfecta y el comportamiento estratégico. Si
bien inicialmmnente altamente tedrica, los resultados empiricos mostraban su mejor capacidad
para explicar la formacién de monopolios y las politicas destinados a evitarlos que cualquiera
de las anteriores. Durante la década comprendida entre 1970 y 1980, la economia industrial se
desarrolla sobre la base de la teorfa de juegos.

La prevalencia de la teorfa de juegos queda claramente expreseada en el hecho de que el
Premio Nébel de 1994 fue obtenido por autores que desarrollaron la teorfa de juegos y el 1995
fue concedido al economista que encabezé la renovacién metodoldgica del Departamento de
Economia de la Universidad de Chicago.

No obstante, algunas de las ideas que han llegado a ser bésicas en teoria de juegos recién
se incorporan al cuerpo tedrico en 1950, aun cuando ya habfan sido presentadas en un andli-
sis econdémico concreto en las primeras décadas del siglo XIX por economistas franceses que
estudiaban el comportamiento de las empresas en mercados no competitivos (en particular,
[A. Cournot, (1897)] y [J. Bertrand (1883)]). De hecho, si bien hasta fines de la década del 50,
el desarrollo de la teorfa de juegos era un “asunto” de matemdticos puros y no habfa habido
desarrollos originado por disciplinas empiricas, desde los 60 esa situacién cambia (los premios
Nobel adjudicados a John Nash, John Harsanyi, y Reihard Selten, sin embargo, exageran la
influencia de la economia en el trabajo de esos matemadticos).

Esta situacion se revierte, y recientemente, los manuales més conocidos de teoria de juegos
han sido escritos por economistas o economistas matemaéticos y han sido realizados con la vista
puesta en la aplicaciones de la teorfa a las ciencias sociales®.

Algunos de los cursos més celebrados de teoria de juegos, que son vélidos para los programas

3En los ultimos afios el desarrollo de los llamados Juegos Evolutivos ha mostrado las posibilidades de aplicacion
de la teorfa de juegos a la biologia, en particular a la evolucién de las poblaciones.



de doctorados en matemética, se imparten en los departamentos de economfa.

Una advertencia que cabe hacer desde el principio es que, la teorfa de juegos se divide en
dos grandes dreas: “juegos cooperativos” y “juegos no cooperativos” “. Si bien en ambas
clases de juegos la teorfa de la decisién individual es la misma, sus enfoques y el instrumental
matemaético que los formaliza, son diferntes. En el primer caso se permite a los individuos
involucrados hacer negociaciones para actuar mancomunadamente, pero en el segundo caso ello
no se permite. Si los agentes terminan cooperando, ello es el resultado de un comportamiento
competitivo resuelto individualmente y no mediante negociaciones dirigidas a tal efecto. El

curso se limitard al tratamiento de juegos no cooperativos.

1.1. Nocién informal de juego

La mencién de que la teoria de juegos estudia o desarrolla modelos formales de compor-
tamiento estratégico no es suficiente para comenzar a comprender en concreto a que refiere esta
disciplina. Se refiere a conflictos a los que pretende modelar formalmente, para entenderlos y
analizar sus posibles soluciones. Por supuesto, no se refiere a toda posible expresién de con-
flicto de intereses, ni a toda situacién en la que sea posible detectar oposicién de intereses. La
teoria de juegos pretende desarrollar modelos sobre algunas situaciones conflictivas, aqeullas

que tienen las caracteristicas que se enumeran seguidamente:

a.- Los resultados posibles de una situacién conocida 4 estédn claramente especificados y son

conocidos por los individuos involucrados en esa situacion.

b.- Las variables que controlan los resultados posibles también se presumen que estén bien
especificados, esto es, se puede caracterizar precisamente todas las variables y los valores
que ellas pueden asumir. En términos un poco més vagos pero contundentes, la teoria de

juegos requiere la especificacién de reglas de juego claras.

c.- Los individuos tienen preferencias sobre los resultados, que cumplen una serie de axiomas

y propiedades que examinaremos més adelante.

*Cuando se postula que la naturaleza es estocéstica, lo conocido, es la funcién de distribucién de los resultados
posibles.



= Se supone que la gente procura obtener para si el mejor resultado, Es esto lo que se

denomina un comportamiento racional.

= Con el objetivo de obtener este resultado elige sus acciones o estrategias. Asignamos a
ellas el valor esperado del resultado que conllevan. Bajo estos supuestos, haciendo ab-
straccion de la interaccién entre los individuos, un observador que fuera informado de las
preferencias de cada individuo podria saber que elegiria cada uno si nada le obstaculizara
su eleccién. item Pero la teoria de juegos hace referencia a conflictos donde ninguno de

los involucrados es capaz de resolver por si splo la situacién

= Los resultados posibles de ser alcanzados por cada estrategia seguida por cada agente,

dependen de lo que los deméds hagan y todos buscan obtener para si lo mejor. Luego:

e El resultado de cada accién o estrategia individual, depdende de loq ue los demds
hagan, Asi el comportamiento reacional, implica el estratégico, es decir, el considerar
lo que los otras hacen en el momento de elegir a estrategia propia. Esto da lugar al

comportamiento estratégico.

d.- Todo lo mencionado hasta el momento es de piblico conocimiento. Este es el supuesto
denominado “conocimiento comin” ( common knowledge). Este supuesto implica que
cada agente sabe cuanto le importa cada resultado posible y a su “contrincante”, conoce
las reglas del juego, sabe que su oponente es un agente racional que actia estratégicamente,
sabe que, su contrincante, sabe las mismas cosas que él y sabe que su contrincante sabe

que él sabe y asi hasta el infinito:

yo se que tu sabes que yo se que tu sabes, etc...

Nota 1: Obsérvense dos hechos: (i) el concepto de racionalidad implica que los agentes
tienen la capacidad y la informacién necesaria para calcular la utilidad esperada de cualquiera
de los resultados del juego y (ii) que, ante situaciones complejas, en que ningin agente tiene
el control total de los acontecimientos, no alcanza con la racionalidad de cada agente, una vez
ubicado en una situacién dada actuard estratégicamente.

Nota 2: Es destacar que el llamado conocimiento comin ayuda en muchos casos a la

obtencién de una informacién desconocida en principio por el o los protagonistas, y sélo accesible



en la medida en que todos actidan de acuerdo a ese conocimiento comin. Recuerde el problema
planteado por el Rey a las matemadticas de su reino, las que debian informarle sobre el color del
sombrero que él les habia adjudicado, sabiendo que solamente habria dos colores diferentes de
sombreros y al menos uno de los sombreros adjudicados era de un color previamente definido.
Naturalmente las matemadticas no verfan el color de su propio sombrero.

En un juego, entonces, los resultados posibles pueden ser determinados de antemano y
dependerdn de las acciones que elijan los individuos que participan, quienes deben cenirse a un
conjunto estricto y conocido de reglas. Los individuos escogerdn el curso de accién de modo
de maximizar la utilidad esperada de se decision, teniendo en cuenta que los otros individuos

proceden del mismo modo sabiendo lo mismo.

1.2. ;Qué hace la teoria de juegos?

El rol de la teoria no es examinar todos y cada uno de los cursos de al accién que eventual-
mente puede tomar cada sujeto y todos y cada uno de los resultados que pueden suscitarse.
Su objeto, es determinar, cuando sea posible, el resultado “méds probable” del juego. Cuando
ello no es posible, procura determinar el conjunto de resultados que “a priori” resultan mds
probables dados los supuestos establecidos. Esto es el conjunto de los equilibrios posibles,
entendiendo por tales aquellas elecciones que no impliquen arrepentimiento, es decir aquellas
acciones que fueron racionalmente elegidas, en el sentido que dada la situacién, maximizan la

utilidad esperada.

1.3. Sobre los usos posibles de la teoria de juegos

Como dijimos, en esencia la teoria de juegos es una rama de la matemdtica. En sus aplica-
ciones concretas en disciplinas empiricas, importa por su poder descriptivo y como metodologia
analitica por su poder predictivo. Es asf que la utilizacién hace de esta teorfa una ciencia pos-
itiva, méds que normativa, aunque en su formulacién haya elementos normativos insoslayables.
Su axiomatizacién no se basa en una abstraccién de précticas habituales, sino que se basa en
conceptos que se suponen naturales y propios del comportamiento racional. A partir de aqui

se deriva un comportamiento optimizador, que no necesariamente tiene porqué ser robusto al

10



cambio de supuestos. En este sentido la teoria es normativa. La definicién de actitud racional
tiene pleno sentido en el marco de la axiomdtica establecida y puede ser relativizada como
actitud “natural” fuera de él.

Es de destacar que los prerrequisitos matematicos para la comprensién de la teoria, més que
a alguna parte especial de la matemadtica hacen referencia al método y a la forma de razonar,
aunque podamos mencionar como necesarios conocimientos basicos de Probabilidad, Topologfa
y Algebra Lineal. Desarrollos posteriores de la teoria requieren la utilizacién de técnicas mads

avanzadas de la matemadtica. Control 6ptimo, teoria de la medida, sistemas dindmicos, etc.
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Capitulo 2

Ejemplos de juegos cooperativos y

no cooperativos

La teorfa de juegos puede dividrse en dos grandes ramas, aquella que se ocupa de Juegos
Cooperativos, que modela conflictos en osque los agentes pueden llegar a acuerdos, o realizar
intercambio de informacién, para mejorar los resultados individuales y aquellos en los que estd
prohibido todo tipo de cooperacién entre los jugadores, estos conflictos son modelados por los
lamados Juegos no Cooperativos.

Estas notas tienen como objetivo inroducir al lector en los fundamentos de los juegos no
cooperativos. No obstante haremos a continuacién una breve presentacién de los juegos no
cooperativos.

Un juego cooperativo es un juego donde grupos de jugadores, coaliciones, logran me-
diante algin tipo de negociacién un comportamiento cooperativo. El juego resulta una com-
petencia entre coaliciones de jugadores, méds que entre jugadores individuales. Queda definido
mediante la especificacién de un conjunto de jugadores y una funcién que asigna un pago a

cada coalicién posible Formalmente, un juego cooperativo (IV,v) se compone de

1. Un conjunto finito de jugadores N, a partir del cual se forman coaliciones, esto es sub-
conjuntos S de N. La coalicién que reine a todos los jugadores se denomina la gran

coalicién.
2. Una funcién real denominada caracteristica v : 2 — R tal que S C¢ N — v(S).

12



Donde v(S) corresponde al pago que recibe la coalicién S tal que v(0)) = 0.

3. La funcién describe la cantidad de recompensa colectiva de un conjunto de jugadores

puede ganar mediante la formacién de una coalicidn.

4. Los jugadores elegirdn la coaliciones que integrardn, de acuerdo con su estimacién de cémo

se dividiréntre los miembros de la coalicién el pago definido por v.

Ejemplo 1 Cono ejemplo de juego cooperativo, considere el siguiente. Hay tres jugadores, por
lo que N = {1,2,3}. Piense en el jugador 1 como vendedor y los jugadores 2 y 8 como dos
compradores potenciales. El jugador 1 tiene una sola unidad para vender, cuyo costo es de 4
pesos. Cada comprador estd interesado en la compra de a lo mdximo una unidad. El jugador
2 tiene una disposicion a pagar igual a 9 pesos por el producto del jugador 1, mientras que el

jugador 8 tiene un disposicion a pagar igaual a 11 pesos para el producto del jugador 1.

Definimos la funcién caracteristica v para este juego de la siguiente manera:

Esta definicién de funcién caracteristica v es bastante intuitiva. Si los jugadores 1 y 2
participan en la misma coalicién su ganancia total es la diferencia entre la disposicin a pagar
del compardor y el costo del producto, es decir, 5 pesos. Del mismo modo, si los jugadores 1 y
3 se unen, su ganancia total es la diferencia entre la voluntad de pagar del jugador 3 y el costo,
lo que ahora es de 7 pesos. La coalicién de los jugadores 2 y 3 no crea ninguin valor Cualquier
coalicién integrada por un sélo jugado no crea valor, ya que no hay ninguna transacién. Por
ultimo, cabe senalar que v(1,2,3) se fija igual a 7 pesos. La razon es que el jugador 1 tiene una
unica unidad para vender y por eso, a pesar de que existen dos compradores en el conjunto
{1,2,3}, el jugador 1 puede realizar Esta definicié

on de la funcién caracteristica v es bastante intuitivo. Si los jugadores 1 y 2 participan en

13



la misma coalicién pueden realizar transacciones, su ganancia total es la diferencia entre la
disposicin a pagar del comprador y el costo del producto que ofrece el vendedor, lo que da como
resutado una gananacia de 5 pesos. Del mismo modo, si los jugadores 1 y 3 se unen, su ganancia
total es igual a la diferencia entre la disposicién a pagar del comprador y el costo, diferencia
que ahora es de 7 pesos. Una coalicién forma por incamente los jugadores 2 y 3 no puede crear
ningin valor, cada uno estd buscando al vendedor, no otro comprador. Cualquier coalicién
integrada por un unico jugador, no creard ningin valor ya que no hay ninguna transaccién
posible. Por tltimo, v(1,2,3) se fija igual a 7 pesos, (no en 5 + 7 = 12). 1 La razén es que el
jugador 1 tiene una unica unidad para vender y por eso, a pesar de que existen dos compradores
posibles en el conjunto {1,2,3}. Cudl de las dos posibles es elegida, es una opcién, pero es
natural suponer que el jugador 1, realiza la dnica transaccién posible con el jugador con mayor
disposicién a pagar, es decir, el jugador 3.

Una pregunta importante es: ;Cémo y por qué algunas coaliciones son pasibles de formarse y
otras no? la respuesta dependerd en gran medida de cudles sean los beneficios que los individuos
pueden obtener al participar en una u otra coalicién. Por ejemplo, supongamos que se forma
la gran coalicién, es decir los tres individuos deciden cooperar. El problema es ahora es cémo
dividir el valor total creado (en este caso 7 pesos) entre todos los integrantes de la gran coalicién,
(‘en el caso 3 jugadores). Si alguno de los participantes en esta coalicién, no obtiene un incentivo
suficiente, podria proponerle a alguno de los otros abandonar la gran coalicién, negociar entre
ellos y dejando de lado a los restantes ((en nuestro caso dos jugadores dejarian de lado a un
tercero) y obtener mejores beneficios luego de acordar entre ellos, una forma de distribuir el
valor creado en la nueva coaicién. Pero atin asi el tercero pordria hacer una mejor oferta a
algunos de los coalicionados y romper la posible coalicién, Por lo tanto en principio, a menos
no resulta tan facil dejar de lado a un potencial competidor, quizds mejor ser ofrecer algo a
todos los participantes del conflicto, claro estd siempre que cada uno sea capaz de ofrecer algo
a cambio. Como sea que las coaliciones se formen, se asume que, ninguna generard mayor valor
que la gran coalicién. Debemos entonces, buscar una forma de que sea este el valor creado, y
para alcanzar este objetivo debemos analizar como motivamos a los participantes para lograrlo.
Es decir, debemos encontrar una forma de repartir el valor posible de crearse de forma tal, de

que todos participen y reciban una retribucién acorde con su apoerte. Es decir, que satisfasga

14



razonablemente las expectativas de cada uno de los particuoantes. Sin duda no todos aportan
igual a la creacién de este valor, consecuentemnete no todos tienen por qué esperar las mismas
retribuciones.

,Coémo definir la retribucién a cada uno de los participantes en el conflicto, de forma
tal que todos participen el la solcuién colectiva, sin boycotear la solucién propuesta? Es un
tema trascendental para para la teorfa de juegos cooperativos. Su estudio sistemdtico puede
remontarse a los trabajos de Von Neumann de 1947, en los que pretendian extender resulta-
dos conocidos para juegos con dos jugadores con suma cero a situaciones mds generales, ver
[O. Morgenstern, J. von Neumann(47)]. No obstante fue Lloyd Shapley, quien en 1953, da una
solucién posible al problema de reparto del valor creado por la coalicién entre cada uno de los
integrantes, véase [L. Shapley (1953)]

El problema no es para nada sencillo, pues con seguridad el aporte de cada individuo a una
coalicién puede diferir en muchas formas. En definitiva, el punto de vista fundamental de la
fa de los juegos cooperativos es que (suponiendo superaditividad!) los jugadores terminaran
por cooperar y repartirse el valor creado por la gran coalision eficientemente entre ellos. Es
decir, la solucién de un juego seré una imputacién . Ahora bien, no todas las imputaciones
seran aceptables. Lo que las distintas coaliciones pueden obtener por si mismas, debera tener
una influencia sobre el resultado final. La forma de obtener una imputacién aceptable, queda
definida a partir del valor de Shapley.

El valor de Shapley se define para cada juego cooperativo (N, v). Asigna un unico reparto
(entre todos los jugadores) del beneficio total generado por la gran coalicién. La idea subya-
cente a la valoracién de Shapley es la de solucién arbitral. Se caracteriza por un conjunto de
propiedades “deseables” o axiomas. Esta distribuci’on del beneficio total generado por los in-
divduos participantes del juego, toma en cuenta la importancia que cada jugador tiene para
la cooperacién global, y la recompensa que razonablemente, puede esperar. Bajo estas carac-
teristicas, si esta imputacion fuera propuesta a los distintos jugadores al principio del juego les
deberia parecer, una solucién razonable. La valoracién podria considerarse por lo tatno, cmo el

valor esperado del juego para cada jugador

''Un juego es superaditivo si v(SUT) > v(S)4v(T) para todo par de coaliciones S, T C N que sean disjuntas,
es decir SNT = P. La interpretacin de superaditividad es que la colaboracién no crea interferencias negativas
entre los jugadores.
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Dado el juego de coalicién (N, v) el valor de Shapley para el jugador i es igual a:

s = Y BN g0 i) - uts))
SCN\{i}
Donde n es el nimero total de jugadores y la suma se extiende sobre todos los subconjuntos
S C N que no contiene el jugador ¢. Se puede interpretar de la siguiente manera: Considere
la contibucién del jugador i a coalicién S esto es v(S7i) — v(.S) como una compensacion justa,
v luego tomamos el promedio de esta contribucién sobre las permutaciones en la que se puede

formar la coalicién y sumamos sobre todas las coaliciones de este tipo.
Ejercicio 1 Calcule el valor de Shapley para el juego del ejemplo (1).

Nos dedicaremos de ahora en adelante unicamente al estudio de los juegos no cooperativos. A
continuacién haremos una presentacién de los juegos no coopeartivos mediante algunos ejemplos
paradigmaéticos. Mds adelante avanzaremos en su presentacién formal. Los modelos de juegos
no cooperativoos se dividen en dos grandes grupos, juegos en forma extensiva y juegos en forma

normal. Comenzaremos con un ejemplo de los primeros.

2.1. Juegos en forma extensiva, ejemplos
Presentamos a continuaciéon un ejemplo de juego en forma extensiva.

Ejemplo 2 Considere un mercado en el que existe una unica firma establecida y una potencial
competidora. Mientras que actie sola en el mercado la firma establecida gana 40 unidades
monetarias. La entrante, duda entre si entrar a competir o no, pues la establecida, amenaza
con reaccionar, bajando los precios de su producto, lo que si bien significaria una disminucion de
sus beneficios a 10 unidades, llevaria a la ruina o la entrante, perderd 10 unidades monetarias.
No obstante si la firma establecida estuviera dispuesta a compartir el mercado, entonces ambas

obtendrian un beneficio igaual a 20 unidades monetarias.

Las estrategias posibles para la entrantes son: para la entrante: entrar (E), y no entrar (NE).

Para la establecida (R), reaccionar y no reaccionar (NR). Los resultados serdn los siguientes,
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= u(NE,R) = ue(NE,NR) =0 uw;(NE, R) = u;(NE, NR) = 40,
= u.(E,R) = —10,uc(E, NR) = 20 v;(E,R) = 10,u;(E, NR) = 20,

» Donde (-, ) y u;i(-, ) correspondem a los retornos obtenidos por la firma, en funcién de

las estrategias segudias por cada una de ellas.

Obsérvese que le juego puede representarse mediante un drbol, en cuyo primer nodo, ubi-
camos a la firma entrante, con dos ramas que cooresponde a las posibles estrategias. Siguiendo
por la rama que corresponde a la estrategia no entrar, el juego termina y se obtienen los pagos
o retornos correspondientes a cada uno de los particpantes. Si en cambio la entrante entra, la
rama correspondiente del nodo. Las acciones posibles para la firma establecida son reaccionar
contra la entrante o noreaccionar y copartir el mercado. Cada accién posible se representa
por una rama saliente al final de las cuales deben indicarse los resultados del juego o retornos
obtenidos, uno para cada jugador como resultado de sus estrategias.

Analizando con algin cuidado las soluciones posibles para el juego, vemos que si 1 afirma
entrante decide entrar, entonces lo mejor que la establecida puede hacer es no reaccionar. A la
vez que si la establecida opta por no reaccionar, lo mejor que entrante puede hacer es entrar.
Ahora bien, su establecida es una firma combtiva y decide reaccinar, entonces la mejor opcién
para entrante serd permanecer fuera del mercado. ;Podria usted indicar cual de estas soluciones
posibles serd la realmente obtenida?

Analizaremos més adelante, con de talle los posibles resultados para este juego.

2.2. Juegos en forma normal, ejemplos

Comenzaremos considerando ejemplos de juegos no cooperativos en forma normal, més
adelante daresmo una defincién formal de este tipo de juegos. Consideremos el siguiente ejemplo
cldsico de juegos no cooperativos , conocido como la batalla de los sexos. Tomado de

[R. D. Luce and H. Raifa (1989)].
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Ejemplo 3 y El juego en discusion queda representado por la siguiente matriz de retornos:

F B

Fig.1. La Batalla de los Sexos.

Un hombre, el jugador I, y una mujer, jugador II, deben elegir a que espectédculo asisten un
sabado de noche. Se trata de un partido de futbol o de un espectdaculo de ballet. De acuerdo
a las normas culturales vigentes el hombre prefiere el fiitbol mientras que la mujer el ballet.
Ambos coinciden en que lo mejor es ir juntos, aunque el espectdculo al que asista, corresponda
a la diversiéon menos preferida.

El jugador I prefiere la estrategia (F1, C1) y el jugador II, la (F», Cy) pues de elegir el jugador
I, la fila 1, y el jugador II, la columna 1, su retorno serd el maximo posible, andlogamente para
el jugador II.

Resulta entonces que si el jugador 2 elije C5 lo mejor que 1, puede hacer, es elegir Fj
y reciprocamente. Esta propiedad define a un equilibrio de Nash, es decir ser una eleccién
estratégica que es una mejor respuesta para si misma.

Si juegan sin cooperar, y dado que no parece claro cudl estrategia elegird el contrincante,
queda la posibilidad de elegir aleatoriamente. Cada jugador puede asignar probabilidades a la
eleccién del otro y analizar el valor esperado a cada una de las estrategias propias. Por ejemplo,
si el jugador 1, supone que el dos elegird su primera estrategia con probabilidad ¢; y la segunda

con proabilidad (1 — g;) los valores esperados asociados a cada una de sus estrategias serdan
Ei(Fy) =2 — 1(1 —q1)

Ey(Fy) = —1q1 +1(1 — q1)

Si el jugador 1 es racional jugard Fy cada vez que Eq(Fp) > E(Fy). Si la desigualdad es
la contraria elegird Fy y serd indiferente entre ambas estrategias cuando Ej(Fy) = E(Fg) es

decir si y solamente si ¢; = 2. S6lo en este caso se justificarfa que el jugador eligiera de manera
y q =3 j que el ]
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aleatoria. Pero nétese que, por la racionalidad asumida, el jugador 2, jugaria de esta forma si y
solamente si, él supone que el jugador 1, elije la primera estrategia con una probabilidad p; tal
que E»(C1) = E3(C3). Lo que en este caso corresponde que el jugador 1, elija jugar su primera
estrategia con probabilidad p; = %

En este caso el valor esperado para cada jugador serd igual a % para cada uno. Es decir
E[(s1,82) = £

Obsérvese que de la misma manera que los perfiles esratégicos (Fy,C1) (F»,C3) tienen la
propiedad de ser cada uno una mejor estrategia dado lo que el otro hace, resulta ser s; = (%, %)
una mejor respuesta para sg = (%, %) Pero obsérvese también que para definir este equilibrio
tuvimos que introducir un concepto adicional de estrategias. Fue necesario considerar el conjunto
de distribuciones de probabilidad sobr el conjunto de las estrategias puras. Puede suceder que
no existan equilibrios de Nash en estrategis puras, pero como veremos, siempre existirdn en este
nuevo conjunto, al que denomiaremos estrategis mixtas, y que bédsicaemente es el resultado de

considerar la cdpsula convexa de las estrategis puras.

Si deciden cooperar podrian elegir tirar una moneda honesta y asistir juntos al ballet si sale

33
202/

cara o al futbol si sale cruz, en este caso el retorno esperado para cada un asciende a {

En el marco de la teorfa de juegos no cooperativos, es posible obtener soluciones a las que los
jugadores arribarfan si pudiesen colaborar, pero en el marco no cooperativo estas deben aparecer
como resultado de la racionalidad en el sentido utilizado en esta teoria, (voluntad maximizadora)
vy no como resultado de la cooperacién. Ejemplo de esto es la solucién que se obtiene en el juego
conocido como el dilema del prisionero cuando el juego se repite infinitamente, o bien cuando
se desconce el momento en que la secuencia de juegos finaliza.

El dilema del prisionero hace referencia a una situacion en la que dos participantes de un
delito son llamados a confesar el mismo. La confesién trae aparejada una considerable rebaja
de la pena para quien la haga, mientras que quien no confiese pagard por los dos. Si ambos
confiesan obtienen una pena relativamente fuerte, mientras que serd débil (pero mayor que la
obtenida por quien confiese en el supuesto de que el otro no lo haga). Si ninguno confiesa, pues

en este caso la justicia carece de un testimonio.
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La siguiente tabla, pretende representar los retornos posibles para los jugadores, en funcién
de las estrategias elegidas por cada uno de ellos. Obsérvese que el resultado (anos de prisién),
que cada jugador obtiene depende no sélo de su propia eleccién, sino también, de la eleccién

del otro.

c | nc
c|3,3]1,5
nc|b5,1]1,1

Fig.1a. El dilema del prisionero.

En el afdn de maximizar su beneficio cada uno confiesa, obteniendo una situacién peor que
la que obtendrian si no lo hicieran.

A diferencia de lo que sucede en el juego denominado la batalla de los sexos, en el que se
encontré una solucidn aleatoria, para el dilema del prisionero, jugado una sola vez, o repetido
una cantidad finta de veces, no existe ningin equilibrio diferente a la indicada, esto es (confesar,
confesar). jPodria explicar por qué?

Como veremos mds adelante, ver seccién (14), la solucién cooperativa aparece como resulta-
do de la repeticion del juego infinitas veces, o bien si ningin jugador sabe cudndo serd la dltima
vez que el juego se repita. Como veremos la cooperacion, bajo estas circunstancias aparece como

una opcién racional. No obstante,

(confiesa, confiesa)

resulta la tnica eleccién en la que no hay arrepentimiento cuando el juego se juega una sola

vez, o bien se repite con un horiznte bien definido y conocido por ambos jugdores.

Ejemplo 4 (Un juego en forma normal con tres jugadores) El jugador 1, elije filas, el

2 columnas y el jugador 3 elige la matriz.

A L R B L R
Ul| 0,0,10 |-5,-5,0 —2,-2,0| —5,-5,0
D|-5-50| 1,1,-5 D|-5,-50|-1,—-1,-5

d
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Este juego tiene dos soluciones en estrategias puras (dejamos de lado por ahora la posibilidad
de sorteos aleatorios),

(U7 L? A)? y (D7 R? B)

que corresponden a mejores respuestas de cada uno de los jugadores a lo que los demés estan
haciendo.

Obsérvese que para el jugador 1, jugar U es la mejor respuesta dado que los otros estén
jugando L y A respectivamente. Igualmente para 2, jugar L es una mejor respuesta a U y A.
Mientras que lo mejor que 3 puede hacer es jugar A si los otros dos juegan U y L. Quiza$ el
retorno que cada uno de los jugadores obtiene jugando de acuerdo a esta cmbinacién estratégica
no es lo mejor que podrian obtener en el juego, pero obseérvese que si el jugador 1, juega D
pensando en obtener una unidad, que es lo méximo que podria obtener, tres preferird B, lo que
darfa para el jugador 1 un resultado peor que si hubiese elegido U, y aunque dos eligiera R, U

no serfa una mejor respuesta de 1, a Ry B.

Ejercicio 2 Muestre el lector que la combiancidn estratégica (D, R, B) corresponde a una mejor

respuesta de cada jugador a lo que los otros dos estdn haciendo.

Maés adelante nos volveremos a encontrar con estos ejemplos.

2.3. Equilibrio de Nash: Primera aproximacién

Las soluciones presentadas en los ejemplos anteriores, corresponden a equilibrios de Nash,
esto es, combinaciones estratégicas, que ofrecen a cada uno de los jugadores, una mejor respuesta
a lo que los demds estdn haciendo.

Entendemos por combinacién estratégica una lista exhaustiva de las acciones que cada
jugador realizard en cada momento en que le toque jugar, como veremos cada jugador puede
jugar mas de una vez, sea porque el juego se repite, ver seccién (14) o bien por la naturaleza
propia del juego (ver juegos extensivos, seccién (3)). Podemos entonces considerar la siguiente

definicidn:

Definicién 1 Un equilibrio de Nash es una combiancion estratégica que ofrece a cada ju-

gador la mejor estrategia a sequir, dadas las estrategias que los demds estdn siguiendo.
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El estudio de este tipo de solucién de los juegos es el objetivo de estas notas.

En los ejemplos (2), (2.2) y (3), solo consideramos dos jugadores, por lo que el equlibrio
de Nash corresponde a una mejor respuesta, de cada jugador, a lo que el otro estd haciendo.
En el caso del dilema del prisionero si un individuo confiesa, lo mejor que el otro puede hacer
es confesar. Si observamos con cuidado, todas las posibles combinaciones estratégicas de esta
juego, (confesar, confesar) es la unica que presenta esta propiedad. En el caso de la firmas
potenciales competidoras, las dos soluciones indicadas corresponden a equilibrios de Nash.

En el caso de mds jugadores, para que una combinacién estratégica. corresponda a un
equilibrio de Nash, debe verificarse que cada uno juegue una mejor respuesta a lo que los
demds estan haciendo. En el caso de tres jugadores, (ver ejemplo (4)), un equilibrio de Nash,
corresponde a una mejor respuesta a lo que los otros dos estdn haciendo. Las dos combinaciones
estratégicas consideradas en este ejemplo corresponden a este tipo de solucién.

Como inidcamos anteriormente,podemos distinguir dos formas de modelar los juegos no
cooperativos: la llamada juegos en forma extensiva y la segunda llamada juegos en forma
normal. Veremos que existen situaciones que pueden representarse de ambas maneras sin perder
informacién, aunque en general, una y otra capturan caracteristicas diferentes. Mientras los
juegos en forma extensiva corresponden a elecciones secuenciales, los juegos en forma normal
corresponden a elecciones tomadas en un mismo momento por todos los participantes (o bien
realizadas, sin que en el momento de elegir, cada jugador conozca lo elegido por los demds). No
obstante veremos que es posible, en algunos casos, transitar de una representacién a otra.

Comenzaremos a continuacién con una introduccién formal de los juegos no cooperativos.
Primero consideraremos la forma extensiva y luego los juegos representados en forma normal o

esratégica.
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Capitulo 3

Juegos en forma extensiva (de

manera formal)

La siguiente definicién formal de un juego en forma extensiva, puede seguirse con la ayuda

de la Fig. 2.

Definicién 2 Formalmente un juego en forma extensiva estd definido por:

i)
ii)

iii)

iv)

Un conjunto de jugadores.

Un drbol finito, cuyos nodos representan los movidas, y cuyas ramas representan las posi-

bles jugadas en cada movimiento.

Un etiquetamiento del conjunto de nodos en una de n + 1 clases que representan a cada

uno de los n jugadores y una para la naturaleza (esta puede o no, estar presente).

Una distribucion de probabilidad sobre las ramas en cada nodo correspondiente a una

movida de la naturaleza.

Una particion en el conjunto de los nodos para cada jugador en subconjuntos, llamados
conjuntos de informacion. No pudiendo un jugador distinguir entre movidas (nodos) difer-
entes correspondientes al mismo conjunto de informacion. La existencia de informacion
imperfecta queda representada por el hecho de que un conjunto de informacion posee mds

de un nodo.

23



v) Una asignacion de resultados (retornos) para cada nodo final, esto es para cada sucesion

de elecciones posibles.

vi) Para cada jugador, existe una funcion de utilidad definida sobre cada nodo final del drbol,
de conocimiento piublico. Esta utilidad es astganda al camino estratégico que lo llevd hasta

allt
Definicién 3 FEntendemos por nodo lo siguiente:

= Un punto en el cual un jugador tiene que elegir la jugada que realizard de acuerdo a reglas
previamente establecidas y conocidas por todos los participantes. Las ramas salientes de

cada nodo, corresponden a posibles jugadas del jugador al que corresponde el nodo.

= Un punto en el cual la naturaleza juega. Cada rama saliente corresponde a un estado

futuro, la distribucion sobre los estados se supone conocida.

= Un punto donde el juego acaba. Se indican a continuacidn los retornos corresponentes a

cada jugador, si el juego finaliza en tal nodo.

Los nodos de cada jugador se dividen en conjuntos de informacién, el jugador en principio,
no puede indistinguir en cual de los nodos del conjunto de informacién se encuentra. En ciertas
ocasiones, apelando al conocieminto comin puede suceder que logre saber en cual nodo se
encuentra. Recuerde a las matemadticas del reino que no sabfan si tenfan puesto un sombrero

rojo o uno azul. Lo que aprendieron en base al conocimiento comun.

3.1. Estrategias puras y estrategias mixtas

En este tipo de juegos el orden de la eleccién es importante, debe estar claro cuando y quien
elige, este orden introduce una dindmica en el juego. Una sucesién completa de tales elecciones
es una estrategia. Por S; representamos el conjunto de estrategias del jugador i—’esimo.

Sea N el conjunto de nodos y S; = Uni en; On; donde Sy, es el conjunto de acciones posibles

del jugador 7 en el nodo n;. En definitiva:
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= Una estrategia pura para el jugador i—ésimo es una funcién

de forma tal que:

1. A cada n; € N; le hace corresponder una accién posible para el jugador i—ésimo en
dicho nodo. Es decir E;(ny) € A(ny,) siennd A(ny,) el conjunto de acciones posibles

en el nodo ny,.

2. Ademss E;(np) = Ej(np) si np y np pertenecen al mismo conjunto de informacion,

En definitiva puede decirse que un estrategia pura para el jugador ¢ es un mapa ¢; que asigna
a cada conjunto de informacién una accién posible (la misma para cada nod del conjunto).

Nota: Una estrategia pura debe indicar una accién para cada nodo, atin para aquellos nodos,
por los que el juego no pasard, asignanado la misma accién a nodos en el mismo conjunto de
informacién. Para el ejemplo de la firma entrante y la establecida, aun cuando entrante decida
no entrar y el uego se termina sin que establecida deba elegir, un perfil estratégico debe indicar
las acciones que llevaria adelante la establecida, si se pasara por sus nodos. Precisamente una
posible amenaza de la establecida hacia la entrante puede hacer que la entrante decida no entrar,
lo que harfa de no existir tal amenaza, ver seccién (2.1).

Una lista que indique una estrategia para cada jugador, se denomina perfil estratégico o

combinacién estratégica Mas detalladamente:

Definicién 4 Entenderemos por estrategia pura de un jugador una regla o conjunto de reglas
que estipulan la jugada a realizar por el jugador en cada uno de los nodos en los que debe jugar.
Cada jugada corresponde a una rama que sale del nodo correspondiente. Un perfil estratégico
es una lista exahustiva de elecciones una en cada nodo, independientemente de si el nodo se

alcanza o no.

Una combinacién estratégica o perfil estratégico , es de equilibrio si el resultado
obtenido por su aplicacién maximiza las posibilidades de cada jugador, de forma tal que al

desviarse de la estrategia indicada en el perfil, cada jugador acarrea el riesgo de pérdidas mads
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importantes, o beneficios menores, que aquellos que podria obtener de guiarse por la estrategia

de equilibrio. Es en este sentido que diremos que una estrategia de equilibrio es optimal.

Definicién 5 Entendemos por estrategia mixta de un jugador, a toda distribucidin de prob-

ablidades sobre el conjunto de estrategias puras.

A cada perfil estratégico, corresponde un retorno para cada jugador, los que se indican en
el nodo final. De forma tal que si S es el conjunto de perfiles estrategicos S = S} x ... X S,,.
Para cada s € S se obtiene una lista de n mimeros reales, que corresponde a los retornos, uno
para cada jugador. De esta forma una funcién de pagos o retornos tiene la siguiente forma
u; S — R™.

Veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5 En la Fig. 2, N representa a la naturaleza, que determina la situacion en la que el
primer jugador hard su primera jugada. A continuacion el jugador I, elegird entre dos posibles
acciones o movidas. Una estrategia para I quedard definida por una dupla elegida en el conjunto
S1 ={(4,1), (i,d), (d,i), (d,d)} que representa la accion a elegir en una u otra situacion.

A continuacion mueve 11, quien tendrd que definir un estrategia posible dentro del conjunto
So = {(4,14,1), (3,4, d), (i,d,d), (i,d,1), (d,i,9), (d,d, i), (d,i,d),(d,d,d),(i1,c),(id,c),(ddc),(dic)}

Obsérvese que el jugador II no sabe distinguir en cual de los dos posibles nodos centrales se
encuentra, para él existen unicamente tres situaciones posibles.

Una vez elegidas las estrategias el retorno para cada jugador queda determinado para cada
estado de la naturaleza.

Un perfil estratégico para este juego es por ejemplo la lista: s = {i,d); (d,i,1)} de esta forma

de esta forma el retorno a social a este perfil serd;

u(s) = u((i,d); (d,i,1)) = (u1(i,d); (d, 1,1)), uz(i,d); (d,i,1))),

donde
ur (i, d); (d,7,0)) = 5(~1) + 3(1) = 3

us(i,d); (d,,4)) = 5(0) + 2(1) = 0.



Fig. 2 La naturaleza juega primero. Los retornos de cada jugador

aparecen al final. los de arriba para el L, los de abajo para el IL.
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Capitulo 4

Juegos en forma normal (de manera

formal)

Un juego en forma normal o estratégica, puede ser considerado como una simplificacién
importante de un juego en forma extensiva, no obstante tiene importancia por sf mismo. Veremos

més adelante ( en la seccién (5) la relacién entre ambas representaciones.
Definicién 6 Un juego en forma normal consiste en:

i) Un conjunto finito de jugadores, indexados por i € {1,2,...n}.

i1) n conjuntos de estrategias Si,i1 € {1,...,n} uno para cada jugador.

i11) n funciones de retorno M;, una para cada jugador, cuyo valor depende de las estrategias

elegidas por cada uno de los jugadores.

i) Cada jugador elige una sola vez. Todos eligen simulténeamente y por lo tanto, sin el
conocimiento de la eleccion hecha por los otros. En este sentido, los juegos en forma

normal son estdticos.

Como en el caso de juegos en forma extensiva, cada jugador serd racional, en el sentido de
que actuard siempre intentando maximizar su funcién de utilidad, pero sin tener un control

total de la situacién, por lo que sumejor estrategia dependerd de la elegida por los demés.
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Los juegos con dos personas, pueden verse como un caso particular de juego de n personas.
No obstante tienen su propio lugar en la teorfa por cuanto muchas situaciones que envuelven
intereses en conflicto, estdn protagonizadas por dos personas, o dos grupos de personas con
intereses antagénicos, aunque elstos interesesm puedan ser comunes en el interior de cada grupo.

Un caso particularmente simple, pero paradigmatico es el de los juegos de dos personas de
suma cero, o suma constante. Estos juegos fueron aplicados para analizar conflictos militares
posibles de estallar entre dos potencias. Ciertamente s bien el representante de cada potencia
podria ser el presidente de cada una ellas, representa el interés comin, de los habitantes de
cada paifas

Pero la importancia de este tipo de juegos, puede entenderse a traves del siguiente teorema.

En 1944 John von Neumann y Oskar Morgenstern probaron el siguiente teorema,

Teorema 1 (de VNM) Cualquier juego de suma cero que involucre a n jugadores es de hecho
una forma generalizada de un juego de suma cero para dos personas. Ademds, cualquier juego
de suma no cero para n jugadores puede reducirse a un juego de suma cero para n+1 jugadores,
donde el jugador (n + 1) representa la ganancia o pérdida total (puede pensarse en la banca de

ciertos juegos).

Esto sugiere que los juegos de suma cero para dos jugadores forman una parte importante
de la teoria de juegos. No obstante obtener la solucién de un juego de de suma no cero, con n
jugadores, mediante la reduccién propuesta por el teorema de VNM, es complicada y requiere
analizar las posibles coalisiones entre los jugadores y los posibles beneficos a lograrse por los

jugadores participantes en una coaliciéon S contra la coalicién complementaria.

4.1. Juegos de suma cero

Es importante destacar que la elegancia matemética de los juegos de dos personas con suma
cero, ha hecho que muchos matemaéticos ampliaran su interés por las aplicaciones de su teoria
a las ciencias del comportamiento.

La expresién “suma cero” hace referencia al hecho que lo que uno de los jugadores recibe de
beneficio el otro lo tiene de perjuicio, esto es la suma de las utilidades, al finalizar el juego es cero.

Son evidentemente juegos no cooperativos, no existe posibilidades de colusién o cooperacion.
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Tales juegos son representados por matrices, representando las filas las “estrategias puras”
del jugador I y las columnas las del jugador II. Los elementos de la matriz representan los
posibles resultados obtenidos al elegir las correspondientes estrategias. Esto es el retorno a;; es
un elemento de la matriz, que representa lo que uno de los dos jugadores recibira, (por ejemplo
I) y el otro (II) pagard como resultado de haber elegido el jugador I la fila (estrategia) i y II la
columna j de la matriz. El principal problema para estos juegos, es el de construir una teorfa

adecuada para la eleccién de las estrategias.

Ejemplo 6 (juego de dos personas y suma cero)

El siguiente ejemplo simple, ilustra la situacion: PAR o IMPAR Los jugadores I y II
stmultdneamente eligen un niumero, uno o dos. I gana st la suma es impar, Il gana si la suma
es par. Bl perdedor estd obligado a pagar al ganador una cifra igual a la suma de los nimeros

elegidos.

“UTLO” “dOS”

“uno’ | =2 +3

“dos" +3 —4

Fig.3. Juego de Suma Cero.

El retorno sumado es siempre cero, la matriz representa solamente el retorno para uno de
los jugadores, siendo el opuesto el retorno correspondiente al otro jugador.

Suponga que usted es el jugador I y que el juego se juega muchas veces : 7‘qué estrategia
utilizarfa? Piénselo y lo comentamos méds adelante.

Otros juegos que no son de suma cero, admiten en su forma normal una representacién

matricial, ejemplo de ello son los juegos bimatriciales.

4.2. Juegos bimatriciales

Consiedre el juego I' = {®1, §o, Ry, Ra} siendo |®1]| = my y |Pa| = ma.

En estos juegos los retornos asociados a cada par deestrategias puras, (a,b) € &1 x P9, se
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ubican en dos matrices: M7 de m; filas por mg columnas, y Ms de my filas por m; columnas,

ail A1mey b11 blml

Amq1 Amime bm21 bm2m1

Donde a;; representa los retornos correspondientes al jugador 1 cuando el juega si i—ésima
estrategia pura y el oponente la j—ésima estrategia pura. Andlogamente b;; epresenta los re-
tornos correspondientes al jugador 2 cuando el juega si j—ésima estrategia pura y el oponente
la i—ésima estrategia pura, i € {1,..m1}, 7 € {1,...,ma}.

Resulta entonces que

Ri(s1,s2) = s1Mis2, Ra(s2,s1) = salMasy

donde cada s; corresponde a un vector de estrategias del jugador i € {1,2}.

Escrito en una tnica (bi)-matriz los retornos pueden explicitarse en la siguiente forma:

Cl ... sz
Fi| a1, bir |-+ | @1ma, Dot
le Amq1, blml e Amima bm2m1

Las columnas de la (bi)-matirz corresponden a las estrategias puras del jugador 1 y las
columnas a las del jugador 2.

Como ejemplo de juego bimatricial considere el juego al que denominamos anteriormete, la
batalla de los sexos y el dilema de prisionero. Entre los mas conocidos, podemos considerar el
juego denominado Halcén y Paloma, este consiste en lo siguiente:

Dos animales de una especie, de dos tipos posibles, H y P, luchan por un territorio de valor

v medido en términos de posibilidades de vida o de progenie.
= Un animal de tipo H luchard por el territorio hasta el final

= Un animal de tipo P enfrentado a uno de tipo H se retirard sin lucha, enfrentado a otro

de tipo P terminard por compartir el territorio.
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Para este juego las estrategias puras serdn:

®; = {H,P}, i=1{1,2}

y los retornos para cada jugador quedar representados por las matrices:

.
4

M = = My

NI

la tdtlima igualdad es resultado de que el juego es simétric.

La (bi)-matriz de retorno para este juego serd:

Analizaremos los detalles de este juego mas adelante, pero queda claro que la mejor estratgia
dependera de los valores que se asignen a v y a ¢ es decir el valor del territorio y el costo por
conquistarlo. En el caso de poblaciones animales, un comportameinto u otro de un individui
de una especie cualquiera, dependerd de 1 carga genética que tenga. Ciertamente no serd una
eleccién racional como en el caso humano. Discutiremos mds adelantes esta caracteristica de los

juegos evolutivos

4.3. El modelo de Cournot

El conjunto de estrategias puras puede ser un continuo. Considere el siguiente ejemplo;

Ejemplo 7 (El duopolio) Dos firmas compiten en un mercado para el cual producen un inico

e indistinguible producto.

» Sila firma 1 produce la cantidad y1 y la firma 2, la cantidad yo el precio de mercado serd
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p(y1 + y2) el costo asocoiado a esta produccion serd c1(y1) y ca(y2).

s Ambas firmas son maximizadoras de beneficios y tomaran la cantidad producida por la otra
como un dato. Por lo que cada una elegird la cantidad a producir resolviendo el problema

de optimizacion:
mdx I (y1,y2) = p(y1 + y2)yi — ci(yi), i = {1,2}

» Suponemos que cada firma puede en el intervalo [0,Q;], 1 = {1,2}.
» Esto corresponde a un continuo de estrategias puras.

» Asuma que la inversa de demanda es de la forma p(yr) = max{0,60 — yr} siendo yr =

y1+y2 y las de costos c1(y1) = y? y c2(y2) = 15y2 +y3, resuleva el problema de las firmas.

» Las cantidades (y3,y3) que resuelven el problema se denomia Equilibrio de Cournot.

Llamaremos funcién de reaccion, a la funciéon que determina a eleccién que cada jugador

(racional) hace, a partir de la estrategia del adversario. La representaremos por r; : [0,Q;] — R

tal que y; = r;(y;). En este caso

i (riy;), y5) = Wiy, y5), Yyi € [0, Q4

Ejercicio 3 1. Encuentre las curvas de reaccion para el ejercicio anterior.

2. Suponga que el jugador 1, comienza en 1) entences el jugador 2,elegird ys = ro(y?), luego
vyt = r1(ys) = r1(r2(y?)) continte iterando este proceso y muestre que si |%||%| <1

entonces el proceso anterior para el equilibrio de Cournot (yi,ys) verificindose ademds

que yi =r1(y3), y5 = r2(y7),

Obsérvese que el equilibrio resulta de un proceso de aprendizaje, que resulta del conocimiento

coman. Asumiendo la racinalidad del oponente, elegir el equilibrio de Nash resulta una condicion

necesaria para la racionalidad asumida.

Ejercicio 4 Para el caso anterior:
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. Encuentre la solucion de monopolio que corresponde a la colusion.

g}%};P(yl +y2)(y1 +y2) —c1(y1) — c2(y2), s.a:y €1[0,Q4]i = 1,2.

. Grafique las las curvas de isobeneficios, es decir aquellas en las que 7;(y1,y2) = ¢ siendo

¢ una constatne positiva.

. Indicar en el diagrama, en el que ubicard a y1 en las abscisas e yo en las ordenadas, la

direccion de crecimiento de los beneficios.

. Ubique la produccion de monopolio. Muestre que ésta mejora los beneficios de ambas
firmas, pero se obtiene una cantidad total de producto menor que la que corresponde al

equilibrio de Cournot.
. Unique en el diagrama las curvas de reaccion.

. sPor qué la solucion de monopolio es inestable? Relacione su respuesta con el dilema del

prisionero.

34



Capitulo 5

Relacién entre juegos en forma

extendida y juegos en forma normal

Obsérvese que si listamos las estrategias puras de cada jugador particpando en un juego en
forma extendida, y los retornos posibles para todas las combinaciones estratégicas, es posible
representar el juego extensivo, o al menos los resultados posibles de ser obtenidos como un juego
en forma normal.

Esa observacién permite escribir la siguiente proposicion.

Proposiciéon 1 A todo juego en forma extendida le corresponde un juego en forma normal, en
el que imaginamos a los jugadores eligiendo simultdneamente estrategias a implementar. Sin
embargo a todo juego en forma normal, le corresponde, en general, varias formas extendidas

diferentes.

La demostracion es sencilla y queda para la reflexién del lector. Haremos a través de ejemplos
una ilustracién de la proposicion.

Sugerencia: Liste las estrategias puras de cada jugador, cada una de ellas cooresponderd
a un listado de acciones una en cada nodo correspondiente al jugador. Si es un juego de dos

persona, ubique las del jugador 1 como filas y las del jugador 2 como columnas.

Ejemplo 8 El siguiente juego en forma normal, presenta dos alternativas posibles para mode-

larlo como un juego en forma extendida, las que serdn representadas en la figura.
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b1 bo
ar | (1,1) |(1,1)
az | (=1,-1) | (2,0)

Fig. 4. Representacion Normal.

La pregunta que queda planteada es la siguiente: ;Hasta qué punto, la forma normal contiene
toda la informacién relevante para entender un juego?

El papel de la informacién La Fig. 6, representa el hecho que el jugador II, no conoce
a su turno cual fue la jugada de su antecesor. En este caso el juego es equivalente a uno en el
cual ambos jugadores eligen simultanea e independientemente.

Por otra parte veamos que si consideramos el juego anterior, pero suponiendo que a su turno
el jugador II puede distinguir entre los dos nodos de su conjunto de informacién el juego tiene
un significado diferente. Ver Fig. 7.

En tanto que un jugador elige sabiendo lo que hizo el otro es posible obtener resultados
diferentes, es de destacar que no siempre mds informacién significa mejores retornos.

Juegos de dos jugadores en los que uno juega primero y el otro actia en funcién de este
conocimiento, como el representado en la Fig. 6, son llamados juegos de Stackelberg.

Las empresas pueden caer en la competencia de Stackelberg si una tiene cierta clase de
ventaja permitiendo que se mueva primero. Una vez que el lider ha realizado su jugada, no puede
deshacerla. Esta situacién podria llegar a darse si el lider es una de las empresas principales de

la industria y el seguidor es un nuevo integrante del mercado.

36



L! RI
1§
LI RII LII RII
1 i
1 .
1 '
1

Fig.6. Otra de las posibles formas extendidas, correspondientes al

juego, cuya forma normal aparece en Fig 4.

1
LI RI
i
LII RII LIl i
1 1
: 1 1 %
1 0

del representado en la Fig. 4. Este es un juego de Stackelberg.

El modelo de Stackelberg Como en el caso de Cournot, dos empresas deben decidir el
nivel que deben producir de un determinado bien. Pero suponemos ahora que la firma 1, lleva
ventajas sobre la firma 2, por tamano, costos, posibilidades de acceso a los mercados, etc...por
lo que puede actuar como lider. La firma 2 se acomoda a lo que la firma 1 hace.

Para cada cantidad del bien producida por la frma 1, la 2 elegird como en el modelo de

Cournto, es decir yo = R(y1). Atento a esto la firma 1, elegird la cnatidad a producir, de forma
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tal de

H;?X m1(y1, R(y1) = p(yr + R(y2))y1 — c1(y).

Elegida yi tal que resuelve este problema, la firma 2, elegird y3 = R(y7).
Ejercicio 5 Para le caso en ue p(y;) = 60 — yr, c1(y1)0y%, ca(y2) = 15y + y3

1. Muestre que R(y1) = 27

2. Muestre que y; = 13.9 y5 = 7.8.

3. Compare estos resutlados con los obtenidos en el caso de Cournot.

En 1975, Selten [R. Selten (1975)] introduce el concepto de agnet-strategic form, denomi-
nando de eta forma a la representacién normal de un juego extensivo, pero en el que un mismo
jugador que actia en dos conjuntos de infornacién diferentes es considerado como un jugador
diferente. Este concepto tiene interés cuando analizamos la posibilidad de que los jugadores

cometan errores en la eleccién estratégica y que estos errores estén correlacionados.
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Capitulo 6

Formalizacién y notacion

En este apartado haremos una presentacién formal de los juegos no ccoperativos, en sus
dos formas, extensiva y estratégica, este puento de vista nos mostrars el la gran capacidad que
tiene la teoria de juegos para modelar situaciones reales muy diversas y razonar en forma similar
sobre ellas, a pesar de su diversidad. Con seguridad cada lector encantrard gran cantidad de
ejemplos de la vida real que pueden ser representados por estos modelos y verd que es posible
razonar en forma similar para entender su esencia y los posibles resultados

Introduciremos y haremos comentarios sobre la notacién seguida en la teorfa de juegos, enla
que sin duda se basa su capacidad de abstraccién y el desarrollo 16gico formal, propio de eta
teoria que permite entender por qué muchas situacines conflictivas se resuelven en la forma en
que lo hacen.

A pesar de que presentaremos a los juegos en forma extensiva y normal seprados, el lector
deberd tener presente que ambos enfoques estédn relacionados fuertemente, por lo que la notacién
utilizada para una forma es muchas veces valida tambi’en para la otra. Ambas formas, aunque
con enfoque diferentes,tienen por objetivo ayudarnos a pensar y modelar situaciones conflictivas
cuay solucién depende de las acciones desarrolladas por todos los involucrados.

Comenzaremos con los juegos en forma extensiva.
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6.1. Juegos en forma extensiva, nuevamente

Consideremos un juego de n jugadores, no cooperativo en forma extensiva. Cada jugador
serd indexado por i € {1,...,n}. Este queda represenatado por un arbol donde los nodos, con
excepcién de los finales, corresponden a los momentos en que cada jugador (eventualmnete la
naturaleza), debe elegir, y las ramas a las acciones posibles en cada momento. En los nodos
finales Z se especifica los retornos correspondeientes a cada jugador, si el nodo es alcanzado.

Para definir el juego se requeire admds de algunas consideraciones sobre la estructura del
drbol, muchas de las cuales hacen referencia a lainformacién disponible por los jugadores en el
momento de jugar. Cada nodo no terminal es adjudicado a un tnico jugador. Eventualmente
podran adjudicarse nodo a momentos en que la natrualeza particpa de manera aleatoria.Cada
rama representa un estado posible futuro, al que en el presente se le adjudica una proabilidad.

Sea ‘H una particién del conjunto de los nodos no terminales de un arbol. Representamos

por H;, i € {1,...,n} a los elementos de esta particion.
1. H; corresponde a los nodos adjudicados al jugador i € {1,...,n}
2. Hi Z0,Vie{l,...,n}
3. H=U"1Hi, HiNH; =0, Vi #j.
A su vez cada H; es particionado en conjuntos de informaciéon F;; de forma tal que
1. Fij #0,V:ie Nyje{l, .. k}
2. Fi=U  Fj, FimNFa=0, ¥Ym #1Vie{l,..,n}.

Cada comjunto de informacién puede estar compuesto por uno o més nodos. En este iltimo
caso el jugador no consigue distinguir en cual nodo precisamente se encuentra. Es decir si los
nodos ni,....,n; pertenences a un mismo conjunto de informacion, llamemosle F;;, el jugador
no consigue distinguir en que nodo se encuentra, aunque si reconoce que estd en alguno de los
nodos correspondientes a este conjunto de informacién. Las aciones posibles de ser elegidas, en
cada uno de estos nodos, serdn las mismas.

Cuando cada conjunto de informacién estd compuestopor un nico nodo, diremos que el

juego es de informacién perfecta.

40



Ademsas, si A(ny,) representa la accién (o movida) que el jugador i harfa en el caso en que
el juego alcance el nodo nj, € F; entonces si n, € F; debe verificarse que A;(n,) = Ai(ny).
Es decir, la accién elegida por el jugador, es la misma en cada nodo de un mismo conjunto de
inforaién, independientemente del nodo por el que el juego pase.

Consecuentemente, A;(F;;) representars las acciones (o movidas) posibles de ser realizadas

por el jugador ¢ en cada conjunto de informaci’én F; ; € F;. Siendo F; = {Fi1...., Fi, }-

Definicién 7 Una estrategia pura para i, es un mapa ¢; : F; — A(F;) que verifica ademds

que ¢(Fij) € A(Fij). Donde A(F;) es el conjunto de acciones posibles del jugador i—ésimo

Cada estrategia determina un camino en el drbol, al final del cual se especificana los re-

tornosobtenidos por cada jugador.

Definiciéon 8 Alternativamente, el conjuntos de las estrategias puras, ®;, es precisamente el
conjunto de todos los mapas del tipo ¢;. Tal espacio puede escribirse como el producto cartesiano

Si = x5, A(Fy).

Asi por ejemplo, si al jugador i le corresponden 3 conjuntos de informacién, siendo que en
el primero y el segundo sélo puede elegir dos acciones, ir a la izquierda (i) o a la derecha (d) y
en el tercero tres, ir a la izquierda (i), al centro (m) o a la derecha (d). Entonces la lista (i, 1m)
indica que en el primer nodo ird a la izquierda, en el segundo también y en el tercero elegird ir
al centro. Observese que en cada nodo de cada conjunto de informacién el jugador debe hacer
la misma eleccién, independientemente de la cantidad de nodos que existan en el conjunto de

informacion.

Definicién 9 Un perfil estratégico es una lista de mapas {¢y, ..., ¢, } donde ¢; : F; — A(F;)
es una estrategia pura para el jugador i € {1,...,n}. A cada perfil estratégico corresonde un
camino en el drbol, que se inicia en el primer nodo y termina en un nodo final, en el que se

listan los retornos para cada jugador.
En definitiva un juego en forma extensiva de n jugadores queda representado por el conjunto:
F = {K7 N?‘F7A7p7r}
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siendo:

K un arbol, que especifica el orden de las movidas.

= N representa al conjunto de jugadores.

= F los conjuntos de informacién.

= A(F;j) las acciones posibles en cada conjunto de informacién.

= p la probabilidad de los estados de la naturaleza en los que se juega, no siempre se requeire.
En general, en estas notas, para no complicar demasiado la notacién no lo requeriremos.

Si asf fuere lo diremos explicitamente.

» 7(2) es un vector especifica en cada nodo final z € Z, los retornso de cada jugador si ese

nodo es alcanzado.

Para el jugador I del ejemplo de la, Fig.1, es la estrategia que hard al jugador mover hacia la
izquierda para uno de los estados de la naturaleza y hacia la derecha, si el estado que se realiza
es el de mayor probabilidad. Andlogamente puede entenderse {i, %, c}, para el jugador II. Luego

el perfil estratégico serd

P = ((i,d), (i,i,c¢)),

La cantidad de estrategias posibles, #¢;, es igual al producto de las acciones posibles en

cada conjunto de informacién. Es decir:

#Ai(F) = #Ai(Far)... #Ai(Fix,)-

Luego veremos que existen situaciones en las que para describirlas, es suficiente una cantidad

bastante menor de estrategias, alcanza con las llamadas estrategias de comportamiento.

Definicién 10 El retorno que cada jugador recibird al terminar el juego, queda definido una
vez conocidos el estado de la naturaleza que se revela, (no siempre se requiere) y las estrategias

aplicadas por los jugadores. Serd representado por una aplicacion R : ® = &1x,..., P, — R".
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A cada perfil estratégico en estrategias puras, le corresponde un camino en el drbol, que se
inicia en el primer nodo y termina en un nodo final, en el que se listan los retornos que recibirg

cada jugador si se juega acorde con dicho perfil. El conjunto de nodos finales serd indicado como

Z.

= Una estrategia mixta para el jugador i— ésimo, serd una distribucién de probabilidades

sobre el conjunto de todas las estrategia puras posibles.

= Una estrategia de comportamiento para el jugador i, corresponde a un elemento del
producto cartesiano, de probabilidades sobre las acciones posibles en cada conjunto de

informacién,

= Analizaremos méds adelante, las relaciones entre estas estrategias,

Decimos que un nodo x es posible para el perfil estratégico s de alcanzarlo siguiendo dicho
perfil es positiva, es decir cunado P(z/s) > 0.

Obsérvese que a cada perfil en estrategias mixtas determina una distibiciéon de probabilidad
sobre los camisno posibles en el arbol, que se inician en la raiz y acaban en un nodo final.
Equivalentemente determinan una distribucién sobre el conjunto Z de nodos finales.

Podemos entonces dar la siguiente definicion:

Definicién 11 El retorno esperado de cada jugado asociado al perfi mixto s, corre-

sponde a

Ri(s) = ri(2)P(z/z)

z€Z
donde r;(z) es el retorno correspondiente al jugador i cuando el nodo final z es alcanzado. En
tanto que P(z/s) corresponde a la probabilidad de que se alcance el nodo z dado que se estd

jugando la estrategia mizta s.

6.2. Juegos en forma normal, nuevamente

Un o en forma normal, con n jugadores, serd representado por:

T ={®,...,®,,Ri,..., R},
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siendo ®; el conjunto de estrategias puras para el jugador ¢, y [?; un mapa, donde R; : X]*®; —

R.

n
mi =@, m=Y mi, mx=Tm;. (6.1)
=1

Definicién 12 Una estrategia mizta s; para el jugador i es una distribucion de probabilidad

sobre ®;.

Denotaremos por sf la probabilidad de que el jugador i elija la estrategia pura k.

Denotaremos por 5; al conjunto de todas las estrategias mixtas de este jugador, es decir:

S; = {si €F(®,R™): > sF=1sF>0vke <1>,}.
k=1

Por F(®;, R™i), entendemos el conjunto de las funciones con dominio en ®; y recorrido en R"™:.

Representaremos como ® = x' ;®; y como S = x}'_;5;, respectivamente, al conjunto de
combinaciones estratégicas puras y mixtas. Luego si s € S entonces s = (s, ...,s,) € R™. La
estrategia pura k, para el jugador ¢, quedard identificada por una estrategia mixta, en la que i,
asigna probabilidad 1 a la accién k y cero a las restantes.

En un juego en forma normal, cada jugador hace su eleccién, en forma independiente de la
de cada uno de los otros. Por lo tanto, la probabilidad s(¢) de que ¢ = (k1,...,ky), ocurra si
s=(s1,...,8n) es jugada queda dada por: s(¢) = H?:lsf”.

Sea s un perfil estrtégico, observe que s es un vector de R™ = R™ x ... x R™". Si s es
jugada el retorno esperado para ese perfil estratégio serd R;(s) = >, s(¢)Ri(¢). Siendo ¢ un
elemento genérico de .

Utilizaremos la notacién (k,s_;) donde s_; = (s1,...8-1, Si+1,....Sp) para indicar que el
jugador i—ésimo elige su estrategia k mientras que los demds juegan de acuerdo a s. s_; €

S_i = X8,

Definicién 13 Diremos que 5; € S; es una mejor respuesta de i contra s, si:

Ri(gi,sfi) = mEiXR(h,S,i). (62)

heS;
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Denotaremos por B;(s_;) C ®; al conjunto de mejores respuestas en estrategias puras,
del jugador 7, cuando los otros estd siguiendo la estrategia s.

Es fécil ver que s; es una mejor respuesta contra s si y sélo si se tiene que:
st Ri(k,s—;) < Ri(l,s—;), entonces sf =0,Vk,l € ®;, (6.3)

Lo que es equivalente a decir que el soporte de 35, Sop(s) estd incluido en B;(s). Siendo
Sop(s) =€ & = x' (®; : s(k) > 0}.

Es decir s; es la mejor respuesta para ¢ contra s, si y solamente si, 5; asigna probabilidad
positiva solamente a las estrategias puras que son mejor respuesta para i contra s.

En resumen 3; es la mejor respuesta para i contra s, si y solamente si sop(s;) C B;(s)

Definiciéon 14 Sean s,5 € S decimos que 5 es una mejor respuesta contra s si §; es una mejor
respuesta contra s para todo i. Denotaremos al conjunto de mejores respuestas puras contra s

como B(s), luego B(s) = X}, B;(s).

Definiciéon 15 Una combinacion estratégica s, es un equilibrio de Nash para I' si s, es una

mejor réplica contra st misma .
Proposiciéon 2 Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. La combinacion estratégica s es un equilbrio de Nash .

2. Ningun jugador tiene incentivos a desviarse unilateralmente dado lo que los demds estin

haciendo
3. Sop(s) C B(s).

En el caso particular en que una combinacién estratégica s, satisfaga que Sop(s) = B(s)
decimos que s es un equilibrio cuasi-estricto.!

Denotaremos por E(I') al conjunto de los equilibrios de Nash del juego T

'No todo juego posee un equilibrio cuasi estricto. Ademds un equilibrio cuasi-estricto, puede ser muy poco
“razonable”. [E. Van Damme (1991)], pag. 24 y secc. 3.4.
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Capitulo 7

Preferencias y funciones de utilidad

en el conjunto de estrategias

Esta seccién, estd destinada a justificar 16gicamente, la eleccién de estrategias de un jugador

o ” : . .
racional,” esto es, de un jugador que busca maximizar sus retornos, entendiendo por tales una
evaluacién de lo que recibird una vez terminado el juego. Tal evaluacién estd hecha sobre la base
de un ordenamiento que el jugador realiza en el conjunto de resultados posibles, que pueden ser,
cestas de consumo, dinero, plataformas electorales, bienes de diverso tipo, etc..., este conjunto es
llamado conjunto de consumo o de alternativas, el ordenamiento lo reprsentaremos por >~ . En
general, cuando este ordenamiento que cada indivduo introduce en su conjunto de alternativas,

corresponde a un preorden completo, lo denominamos relacién de preferencias.

Definicién 16 SeaX un conjunto de alternativas, se denomina preferenecia o relacion de pref-

erencias en X a una relacion binaria en X completa y transitiva.

= Relacién binaria B en X es cualquier subconjunto de X x X.

= B se dice completa cuando dados dos elementos x,y en el conjunto de alternativas X se

verifica que (z,y) € B o bien (y,z) € B.

» B es transitiva si dados tres elementos z,y, z € X cada vez que (z,y) e (y, 2) € B entonces

(z,z) € B.
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En forma intuitiva podemos decir que cuando un individuo es capaz de comparar entre dos
alternativas cualesquiera y elegir una de ellas como aquella que prefiere (pudiendo ser indiferente
entre ambas) y esta eleccion es transitiva, introduce en el conjunto de alternativas un preoden
completo al que denominamos relacién de preferencias y representamos como > .

Bajo determinados supuestos estas preferencias son representables por funciones con dominio
en el conjunto de consumo o alternativas, y recorrido real, es decir funciones del tipou : X — R
para las que se verifica que z,y € X entonces x = y < u(x) > u(y). Las denominamos utilidades
o funciones de utilidad. Cada una de ellas reresenta un preorden completo.

Tales funciones no interesan tanto por el nimero que asignan a un determinado consumo o
alternativa posible, sino por el orden que introducen en el conjunto de alternativas. Asi si A y
B son alternativas tales que B no es preferible a A, entonces el valor que la funcién de utilidad
u asignard a B, serd menor o igual que el que le asignard a A es decir, u(A) > u(B).

Para concretar, asumiremos que cada individuo expresa preferencias sobre el conjunto de
resultados posibles de un juego, a las que es posible representar mediante un oreden numérico,
definido por una funcién de utilidad.

En tanto que los resultados que se alcanzan en un juego dependen de las estrategias de todos
los jugadores, extenderemos las preferencias al conjunto de perfiles estratégicos. Pero esto no es
tan sencillo, pues el resultado que un jugador puede alcanzar siguiendo una cierta estrategia,
depende de los premios posibles de alcanzar y las probabilidades con las que estos premios se
alcanzan. Pero estas las determina no sélo la estrategia que el jugador en cuestién elige, sino
también de las estrategias que los demads estdn siguiendo.,

En tanto que una loteria se determina por los premios que ofrece y las probabilidades de
obtenerlos, quedarér representada por un par (Z,p) siendo Z el conjunto de premios y p una
distribucién de probabilidades sobre Z. Es posible asimilar el concepto de estrategia al conscpto
de loterfa, pues cuando el jugador elige una estrategia, en definitiva estd eligiendo una loterfa.

Pensamos entonces al conjunto de perfiles estratégicos S, como un conjunto £ de loterifas
o variables aleatorias que toman valores en Z. Si es posible expresar las preferencias sobre los
premios que una loteria ofrece, mendiante utilidades, esto es con funciones reales con dominio

en el conjunto de premios, podemos decir que el valor esperado de una loteria L queda definido
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por

E[L] =) u(z)p(2),

z€EZ
Siendo P : Z — R la probabilidad con la que en la loteria L se obtiene cada premio ofrecido. y
u : Z — R la utilidad del jugador en el conjunto de premios.

Cada perfil estratégico, puede pensarse como una loterfa que, con probablidad definida
permite alcanzar distintos premios.

El teorema de la utilidad esperada de Von Neumann Morgenstern (VNM) (véase seccién
(7.2)) asegura que, si un individuo tiene una preferencia, definida sobre un conjunto de loterias,
(que cumpla ciertos axiomas) entonces esa preferencia puede ser representada por el valor es-
perado. Donde por valor esperado de la loteria L, entendemos E(L) = Y ., u(z)p(z). Siendo
u : Z — R la utilidad que representa a las preferencias del individuo en el conjunto de alter-
nativas o premios y p : Z — R es un probabilidad sobre Z. Luego, para todo par L,L' € L se
verifca L = L' si y solamente si E(L) > E(L').

Definicién 17 Una relacion de preferencias en el conjunto de loterias, es un preorden completo

sobre un conjunto de loterias, es decir, es una relacidn binaria en L que es transitiva y completa.

En el caso de la teoria de juegos lo que interesa es asignar preferencias sobre el conjunto
de perfiles estratégicos. Siguiendo una estrategia determinda cada jugador puede obtener un
resultado, cuyo valor depende de las estrategias seguidas por los restantes participantes y los
retornos posibles. En este sentido, seguir una estrategia s; cuando los demds jugadores estan
jugansdo s_; es como comprar una loteria que con probabilidades definidas por el perfil s ofrece
distintos premios. Asi podemos asignar a cada estrategia un valor, valor esperado.

Por ejemplo, el valor esperado que para el jugador ¢ tiene jugar su k—ésima estrategia pura,

cuando todos los demas juegan s_; € S; viene dado por el valor esperado

_ 191292 pin 41 in
Ri(k,s_;) = E T 8] ...},
jheéh,h;éie{l...n}

Donde {1, ...,n} es el conjunto de jugadores ®;, el conjunto de estrategias puraas del jugador h y
sfl la probabilidad con la que, el jugador h juega la estrategia pura j" € ®, y r{:j A premio

obtenido cuando el jugador i juega su k—ésima estrategia pura y cada jugador h € {1,...,n} la
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estrategia pura j"* € ®y,.

En consecuencia definir preferencias sobre un conjunto de loterias, tiene gran importancia
para la teorfa de juegos. Para que una preferencia en L sea representable por una utilidad
esperada, deben cumplirse algunos axiomas. El cumplimiento de tales axiomas ha sido muchas
veces puesta en entredicho por la experiencia, no obstante ellos han pasado al cuerpo axiomético
de la teorfa de juegos.

Sin entrar en mayores consideraciones sobre estos axiomans, a los efectos de conocer algunas
de las dificultadoes que se presentan, al considerar estos axiomas como validos, considerems el
siguiente ejemplo. Suponga que le ofrecen una loteria en la que puede ganar 100 pesos 1 vez en
80 veces, y cero en las restantes, o bien 1 peso en forma segura. El valor esperado de la loteria
es 1,25 y el del peso seguro, es 1 peso. Hay personas adversas al riesgo que preferirdn el peso
seguro, no obstante ser u(L) > 1. En la teorfa de juegos preferiremos la loteria L a la L', es
decir L > L' si y solamente si u(L) > u(L') y seremos indiferentes entre ambas, L ~ L' siy
solamente si u(L) = u(L’).

;,Cudnto estd dispuesto a pagar por participar en una loteria, o en un juego que le ofrece
beneficios positivos con cierta probabilidad? Una respuesta posible es, el valor esperado del

beneficio.

7.1. La paradoja de San Peterbsurgo

En el siguiente ejemplo se presenta una paradoja, que como tal se mantuvo durante algin
tiempo, hsta que fue resuelta por Daniel Bernoulli.

La formulacién original de la paradoja aparece en una carta enviada por Nicolaus Bernoulli
a Pierre de Montmort, fechada el 9 de septiembre de 1713. Después de esto Nicolaus estuvo
aun un tiempo intentando encontrar la solucién al problema que él mismo se habia planteado,
pero finalmente en 1715 opté por consultar a su primo Daniel, al que reconocia una capaci-
dad matemdtica superior a la suya. Por aquel entonces Daniel Bernoulli se encontraba en San
Petersburgo, atraido junto con otros grandes cientificos y pensadores de la época por las mag-
nificas condiciones de estancia y trabajo ofrecidas por Pedro el Grande para hacer de esa ciudad

el mayor foco de conocimiento de toda Europa. Tras su primera respuesta, Daniel estuvo un-
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os anos reflexionando sobre el problema planteado, publicando su anélisis y su propuesta de
solucin en 1738 en las Actas de la Academia de Ciencias de San Petersburgo, ciudad de donde
proviene el nombre de la paradoja.

La formulacié de la paradoja de San Petersburgo es la siguiente: el jugador tiene que pagar
unacierta cantidad de dinero para participar en el juego. A continuacién éste realiza lanzamien-
tos sucesivos de una moneda hasta que salga cruz por primera vez. Entonces se detiene el juego,
se cuenta el nrero de lanzamientos que se han producido, y el jugador obtiene 2n monedas
(euros por ejemplo). Si sale cruz la primera vez el jugador gana 2! = 2 euros; si la cruz sale en
el segundo lanzamiento gana 2% = 4 euros; si sale en el tercero 23 = 8 si en el cuarto 24 = 16, ...
. Cudnto estarfa el lector dispuesto a pagar para jugar a este juego? ;cinco?, ;diez?, jquince

euros?... El valor esperado de este juego es
oo
> m2!
k1

donde p; = 2% corresponde a la probabilidad de que la primera cara ocurra en el lanzamiento
k—ésimo. La teorfa de la utilidad esperada propone que una persona debe participar en el juego,
no importa cudnto tenga que pagar. Pero en realidad esto no ocurre asi.

El aporte realizado por Bernoulli, al resolver esta paradoja, pasé desapercibido hasta que
Von Neumann y Morgenstern, interesados por los juegos, la publican en su obra de 1947.
Veamos cén Daniel Bernoulli la resolvié. La idea de Bernoulli, es que la utilidad marginal de
la riqueza, disminuye cuando ésta aumenta. Propone que el incremento marginal de la utilidad
correspondiente a un aumento marginal de la riqueza es inversaemente proporcional a la riqueza,
es decir que % ~ % tomando limites para AY — 0 resulta: % = %. Integrando obtenemos
que U(Y) = bIn(Y) + C podemos suponer que la utilidad estd definida sélo para valores de la
riquza mayores que Y, siendo U(Ys) = 0 luego C' = —1In(Y;). Ahora la utilidad esperada del
juego resulta:

1 1 11
E(J)=b|5n(Yo+1) + 55 (Yo +2) + .. ] — bIn(Yp) [2+22+...}
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o bien

1 1
E(J)=b §ln(Yb—|—1)+?ln(Yg+2)+ ...... —bIn(Yp)

La serie converge. Lo que supone ahora que tiene un valor esperado finito.
FEn la actualidad la teorfa econémica, considera que como adversos al riesgo aquellas personas
cuyas funciones de utilidad tienen la propiedad de que su derivada es decreciente con respecto

a la riquzas, propiedad que tiene el logaritmo, pero no es la tnica.

7.2. La utilidad esperada de von Neumann

Consideremos ahora loterfas cuyos premios estd definidos es un tnico conjunto finito i
Podemos asignar a los premios valores numéricos, correspondientes a los valores asigandos por
las utilidades que representan las preferencias de cada individuo sobre el conjunto de premios.
Asi, si con probabilidad p(z) la loteria ofrece el premio z, diremos que con probabilidad p(z)
ganamos u(z) unidades monetarias por ejemplo, siendo u la utilidad definida en el conjunto de

premios.

Proposicién 3 (de la utilidad esperada de von Neumann-Morgenstern) Los siguientes
tres axiomas de comportamiento son mecesarios y suficientes para que una preferencia en un

espacio de loterias L, tenga una funcion de utilidad que la representa.

(i) = es una relacién binaria que es transitiva y completa.
(ii) Para todo p,q,7,€ Py a € (0,1],p > ¢ implica ap+ (1 —a)r = ag+ (1 —a)r

(iii) Para todo p > ¢ > r, € P entonces existe oy 8 € (0,1), tales que ap+ (1 — a)r > ¢ >
Bg+ (1= p)r.

Recuerde que p > q significa que p = g pero no g >~ p. Es decir, p es estrictaemnte preferida
aq.

El axioma (ii) es conocido como el axioma de la independencia o de substitucién, el axioma
(iii), es llamado arquimediano. Para una discusién de los referidos axiomas, asi como para la

demostracién de la proposicién sugerimos [C. Huang and R. H. Litzemberger (1988)].
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Sean L y L' dos loterfas cuyos premios pertenences a un mismo conjunto Z, finito, entonces,

bajo los supuestos indicados, se verifica también que

1. L(a) = aL + (1 —a)Ll’ € L, Ya € [0,1], lo que sigue del hecho de ser convexo el
conjunto de las distribuciones, pues si L = (u(Z),p) y L' = (u(Z),p’) entonces L(a) =
(uw(Z),ap+(1—a)p’) € L). Intuitivamente esto significa que con probabilidad « jugaremos

la loterfa L y con probabilidad (1 — «) la loterfa L'.

2. La linealidad de la utilidad esperada,

U(aL + BL') = aU(L) + BU(L), Ya, B.

Se concluye entoces que el conjunto de estrategias mixtas es convexo.

Del item [1], se deduce que el conjunto de estrategias mixtas es convexo.

Como ya dijimos, una estrategia pura puede ser considerada como una estrategia mixta
concentrada, es decir, que asigna probabilidad cero a toda estrategia pura diferente de la con-
siderada. Luego si A y B € ®; para todo o € [0,1] H(a) = aA + (1 — o) B representard una
estrategia mixta s; del jugador ¢, bajo la que, con probabilidad « juega la estrategia pura Ay
con proabilidad (1 — «) la estrategia pura B.

En definitiva, asumiremos que las preferencias de un jugador sobre sus estrategias, pueden
ser representadas por una funcién de utilidad esperada. Consecuentemnete, diremos que para
un jugador el perfil estratégico s es al menos tan bueno cuanto el s', si el perfil s le ofrece un
pago esperado no menor que el obtiene como resultado del perfil s’ es decir, si U(s) > U(s'),

siendo U la utilidad esperada sobre el conjunto de estrategias mixtas.

Ejemplo 9 Considere el juego representado por la matriz

Cq Cs

Fy | a11,b11 | a12,b12

Fy | a1,b21 | a22,b22
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Considere el perfil estratégico s = (si,s3;s3,53) entonces

Eq(s) = s%[s%an + sgalg] + 5%[@213% + a22s§]

1. Indique el valor esperado de este perfil para el jugador 2.

2. Considere ail = 2,(112 = 0,&21 = 1,(122 = 0,5 Yy b11 = 1,512 = 0, b21 = 1,b22 = 2. Yy los
perfiles s = ((3,2),(1,0)), s’ = ((0,1),(3, 3)). Indique que perfil prefiere cada uno de los

Jjugadores.

En lo que sigue, el retorno obtenido por un jugador asociado a un perfil estartégico, s =
(si, s—;) aunque muchas veces es denotado por R;(s;,s—;) corresponde al valor esperado, de

VNM.
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Capitulo 8

Dominacién, equilibrios minmax y

equilibrios de Nash

En esta seccién mostraremos como el conocimiento comin en muchos casos ayuda a re-
solver un juego y en especial a encontrar los equilibrios de Nash. Ciertamente, en general el
conocimiento comun de los resultados posibles de un juego, no es necesario ni suficiente para
justificar al equilibrio de Nash. Pero en algunos casos basta con que los jugadores conozcan los
retornos del juego para obtner una solucién, este es el caso de los juegos que pueden resolverse,
mediante un proceso iterativo de eliminacién de estrategias estrictamente dominadas.

Otros juegos pueden ser resueltos a partir de estrategias min-max o max-min. Estas estrate-
gias cobran pleno sentido cuando tratamos ocn juegos estrictamente competitivos, también lla-
mados juegos de suma cero. Veremos que estos equilibrios son un caso particular de equilibrios
de Nash.

Mediante estos conceptos nos iremos aproximando a una comprensién profunda del equi-
librio de Nash, el que ciertamente como veremos, a pesar de sus aplicaciones posibles y de su
justificacién tedrica no es la panacea para la teoria de juegos.

Debe tenerse en cuenta, que no existen en general mecanismos generales que permitanen-
contrar los equilibrios de Nash de un juego. Cada juego debe resolverse de manera particualr,
analizando las distintas posibilidades. Este proceso en muy largo y tedioso, e involucra muchas

operaciones, no obstante, en algunos casos reducido, por ejemplo si por algiin motivo podemos
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eliminar estrategias que no se usardn o que son redundantes. Esto es lo que sucede cuando
existen estrategias dominadas. En el caso de juegos extensivos es posible dsminuir el nimero
de estrategias a considerar, si utilizamos las llamadas estrategias de comportamiento.

Introduciremos acontinuacién el concepto de dominacion estratégica.

8.1. Estrategias dominantes y dominadas

Asociando a cada estrategia un retorno posible, podemos suponer que cada jugador elige
en un espacio de estrategias puras A;. El jugador racional preferird la estrategia que maximice
su utilidad, esto es en un estado de la natrualeza 6, a; > a; si y s6lo si R;(a;,0) > R;(a;,0).
Ciertamente esta preferencia puede cambiar si cambian los estados de la naturaleza, en los que

el juego se realiza, o bien de acuerdo a lo que los demaés estén jugando.

Definicién 18 Sean A; el conjunto de estrategias puras del jugador i—ésimo y sea A = x| A;
Supongamos ademds que ap,ar € A;. Decimos que la estrategia ap domina estrictamente
a otra ap st ante cualquier estado de la naturaleza o estrategia de sus oponentes, la utilidad

asociada a la estrategia ap para el jugador i es estrictamente mayor que la asociada a ay.

M4s formalmente aj, € A; domina estrictamente a ap € A; si y solamente si R;(ap,b_;) >
Ri(ax,b_;) para todo b_; € A_;.
Equivalentemente, iremos que la estrategia ap € A; es estrictamente dominada por la es-

trategia ap, € Aj;.

Definicién 19 Decimos que una estrategia a € A; es estrictamente dominada, si para toda

accion de los demds, existe a(b—;) € A; tal que R;(a(b—;),b—;) > Ri(a,b_;).

Mas formalmnete a € A; es estricamente dominada si
Vb, e A_; 3 a(b_l-) €A;: Ri(a(b_i), b_i) > Ri(a, b_i).

Es decir, el jugado i—ésimo siempre tiene algo mejor que hacer que jugar a.

Una estrategia estrictamente dominada jamés serd jugada por un jugador racional.
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Definicién 20 Una estrategia ap, domina débilmente a otra ay si ante cualquier estado de la
naturaleza o estrategia de sus oponentes, la utilidad asociada a la estrategia ay, para el jugador i

no es menor que la asociada a ay con desigualdad estricta en al menos un estado de la naturalesa

Si por estados de la naturaleza consideramos, el estado definido por la eleccién estgratégica
de los demds entonces més formalmente podemos decir que ap domina débilmente a ay si y
solamente si R;(ap,b—;) > R;(a,b_;) para todo b_; € S_; con desigualdad estricta en al menos
un b_;.

Diremos que la estrategia a; es débilmente dominada por la estrategia ay,.

Definicién 21 Decimos que una estratgia a € A; es débilmente dominada, si para toda
accion de los demds, existe a(b—;) € A; tal que R;(a(b_;),b—;) > R;(a,b_;) con desigualdad

estricta en al menos un b_;

Msis formalmente a € A; es débilmente dominada si

Vb, eA_; 3 a(b,i) cA;: Ri(a(b,i), b,Z) > Ri(a, b,Z)

Como veremos, es posible que un jugador racional, bajo determinadas circunstancias use una
estrategia débilmente dominada.

Si bien el concepto de dominancia lo introdujimos para estrategias puras, observe que si
una estrategia mixta s; del jugado ¢—ésimo, asigna probabilidades positivas a estrategias dom-
inadas, fuerte o débilmente por una estrategia a;, ella serd también respectivamente, fuerte o
débilmente dominada De la misma manera una estrategia mixtas que asigne probabilidades
positivas solamente a esrategias que dominen a otra dada, también la dominari. fuerte o débil-
mente.

Pero observe que es posible que una estrategia mixta, combinacién convexa de estrategias

puras no dominadas, resulte ser dominada. El siguiente caso es un ejemplo de esta posibilidad.
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Ejemplo 10

L R
Ul (1,3) | (-2,0)
M| (=2,0)| (1,2)
D| (0.1) | (0,1)

La estrategia o para el jugador 1 que consiste en jugar sus estrategias puras U y M con
proabilidad % tiene valor esperado igual a f% independientemente de lo que el jugado 2 elija,
Reuslta entonces ser o dominada estrictamente por D aunque ni M ni U lo fueran.

Los concetos de estrategia dominada, dominante, etc... puede ser extendido a las extragias
mixtas son cambiar nada.

Ejemplos de juegos con estrategias dominadas

Ejemplo 11 Consideremos el siguiente juego en forma normal, ilustrado por el siguiente cuadro:

L R
Ul (3,6)|(7,1)
M | (5,1) ] (8,0)
D | (6,0) | (6,2)

Fig.8. Estrategias Dominadas.

Dado que el jugador I, siempre puede elegir la estrategia M, la estrategia U no serd elegida

jamads, esto es M domina a U. A continuacién se debe resolver el juego:

L R
M| (51)] (8,0
D | (6,0) | (6,2)

Fig.9. Juego Reducido

Ejemplo 12 El siguiente ejemplo muestra como Eliminando en forma iterada estrategias es-

trictamente dominadas, se obtiene un equilibrio de Nash, esto es un resultado en la que ninguno
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de los dos jugadores se arrepentird de lo hecho.

L | R
U|3,6)](7,1)
M| (5,1) ] (8,2
D | (6,0) | (6,2)

Fig. 10. Dominacién Iterada.

Para el U sigue siendo una estrategia dominada, consciente de esta situacién, II sabe que

se jugard el juego:

L R
M| (5,1)(8,2)
D | (6,0) | (6,2)

Fig. 11. Juego Reducido.

Obsérvese que es el conocimiento comun, el que permite anticipar el resultado y dado que
se considera a mabos jugadores como racionales.

Ahora, L resulta ser una estrategia dominada por R para II, el resultado de proceder de
esta forma es que se jugara: (M, R).

Si bien es cierto que el resultado de un proceso de eleminacién iterada de estrategias es-
trictamente dominadas, es independiente del orden en el que se porcede, y que no se pierden
equilibrios de Nash, esto no sucede asf en un porceso de eliminacién de estrategia déblmente
dominadas.

Un ejemplo cldsico de un juego donde la eliminacién de estrategias dominadas reduce la
elecciéon de cada jugador a una tnica posibilidad es el juego conocido como “dilema del pri-
sionero”. Una descripcién detallada del mismo se encuentra en la seccién 7 de estas notas, y
en muchos manuales de teoria de juegos como [D. Fudemberg and J. Tirole (1991)], donde se

le presta una detallada atencién.

Ejemplo 13 La solucion de un juego por eliminacion de estrategias dominadas, no es inde-

pendiente del orden en el que se eliminan estrategias débilmente dominadas.
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aq (3,2)
as (1, 1)
as | (0,0) | (1,1)

Fig. 12. La solucién no es independiente del orden en que se eliminan estrategias

débilmente dominadas.

i aj > as por lo tanto ag es eliminada, luego by > b, se obtienen los retornos (3, 2).

ii También es cierto que a; > az por lo tanto as es eliminada, luego bs > b1, se obtienen los

retornos (2,2).

8.2. Equilibrios minmax (o maxmin) en juegos de suma cero

Para los juegos de suma cero, también llamados estrictamente competitivos, es posible
encontrar equilibrios de Nash, considerando estrategias minmax. Recordamos que son jue-
gos de suma cero aquellos en los que un jugador gana lo que el otro pierde. Es decir que,
ui(a,b) = —ua(a,b), ¥(a,b) € A1 x Ag, siendo A; el conjunto de estrategias puras del jugador
1y Aj el del jugador 2. El jugador I, puede elegir en Ay = {F1, Fs, ..., Fp, }, v el jugador II en
Ay ={C1,Co,...,Cppy }

Suponga que I elige 7 y II elige j el retorno para I serd entonces el elemento a;; de la matriz
de pagos M cuyas entradas son precisamente los elementos a;;,7 € {1,...,n},j € {1,...,m},
mientras que el correspondiente a II serd —a;;.

Los jugadores tiene intereses exactamente opuestos, de forma tal que cada el mejor resultado
corresponiente a uno de ellos es el peor para el otro. Dada la racionalidad asumida, cada jugador

buscard maximizar su retorno y el contrario minimizarlo.

Definicién 22 Sea I' = {A4;,u;,i € {1,2}} un juego estrictamente competitivo. Diremos que

z* € Ay es un maximinimizador para el jugador 1 si

min u;(z*y) > min ui(z,y) = —ua(z,y) ¥z € A;.
yEAs yEA2
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Andlogamente que y* € As es un mazximinimizador para el jugador 2 si

f *) > mi . As.
gelljll/UZ(li?y ) = mnenAnlu2($ y)v\v/y € A2

En otras palabras, un maxminimizador para ejugador 1, es una accién que maximiza el
retorno que el jugador 1, puede alcanzar por si mismo, un maxminimizador para el jugador 1,
resuelve el problema

max min v (z,y),
Z‘GAi yEAQ

y para el jugador 2, resuleve el problema

max min us(x
yEAz x€A; ( ’ y>7

Ejemplo 14 Para facilitar la comprension considere el siguiente juego de suma cero de dos

Jjugadores, siendo n =m = 2 y la matriz:

Cy | O

1

Fi| 0| 3

1
FBls |1
Fig. 13.

L o 1
min max a;; = maxmina;; = ag1 = =
j i i J 2

En esta situacion el jugador I elige de forma de maximizar su retorno tomando como dato
que su oponente hace la eleccién que lo minimice. A su vez el jugador II hace su eleccién de
forma de minimizar el retorno de I, teniendo en cuenta que I hace su eleccién de modo de
maximizarlo.

El jugador I, buscard aquella estrategia que maximice su retorno, sabiendoque el jugador
11, elegird la suya propia de modo de minimizarlo.

Considere la matriz de retornos del jugaor 1, definida por M; = {a;;};i € F ={1,....,mi} j €

C = {1, eeny mg) En el caso en que se de la igualdad
minmaxa(i,j) = maxmina;) = a;+ i+ = v 8.1
jeC ieF (i) ieF jeC 3) v (8.1)
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tenemos una solucién de equilibrio (llamado equilibrio maxmin), el que, como veremos cor-
responde a un equilibrio de Nash. Llamamos a v el valor del juego y corresponde a lo que
ganard el jugador 1, y —v lo que ganard el jugador 2, en el caso de jugarse el equilibrio de Nash.

Como puede verse facilemente la igualdad (8.1) no siempre se cumple. Para ver esto considere

el juejo de suma cero definido por la matriz

No obstante siempre es cierto que

v = minméaxa;; > mdxmina;; = v.
jeC icF icF jeC
El teorema de existencia de la solucién minmax de VNM de 1944, afirma que si consideramos
estrategias mixtas, siempre existe (z*,y*) tal que

v = gg}l}glé%ul(I,y) =u(z%,y") = gcneé)gcgrggm(w,y) =v.

Donde consideramos a X = S1 y Y = Ss los correspondientes conjuntos de estrategias mixtas
de los jugadores 1, y 2. Observe que S7 y S2 son subconjuntos convexos, y compactos de R™!

y R™ respectivamente. Ademds u; : X X Y — R queda definida como

ui(z,y) = Myl = —ug(z,y) Vo € S1,y € So

siendo M la matriz del juego.

Demostraremos el teorema de la existencia de solucién minmax en estrategias mixtas més
adelante, 8.4. s Si bien la solucién minmax, es como veremos a continuacién, un caso particular
de equilibrio de Nash, es histéricamente de gran valor para el desarrollo posterior de la teoria
de juegos, lo que justifica conocer su demostracién.

El siguiente lema es un paso previo para demostrar que la solucién minmax es un equilibrio

de Nash.
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Lema 1 Sea I' un juegos estrictamente competitivo, entonces:

max min us(z,y) = — min max ui(x, y).
y€Sy x€ST ( ’ ) y€Sy €S ( ’ )

Mas atn y € Sy resuelve max mingcg, us(x sty solo si resuelve
yESo €51 )

min max ug(z,y).
yES> z€5) ’

Demostreion: Para cualquier funcién f se verifica que :

argmin,(f(z)) = argmax,(—f(2)).

Se sigue, que para todo y € Ss,

— min up(z, y) = max(—uz(z,y)) = mix(ui (2, y))
€S €S TEST

Luego, méXyESz [minazesl ’U,Q(.’IJ, y)} = - mfnyESQ [_ mfna:esl ’LLQ(.’L', y)] =

=~ Iin [é%%f‘(uz(x,y»} = — min [ggful(ﬂc,y)] Al

El siguiente resultado da la coneccién entre el equilibrio de Nash de un juego de suma cero

y los maxminimizadores.
Teorema 2 Sea I un juego estrictaemnte competitivo, entonces:

1. Si (z*,y*) es un equilibrio de Nash I', resulta ser =* un mazminimizador para el jugador

1, y y* un mazminimizador para el jugador 2.

2. Si (z*,y*) es un equilibrio de Nash del juego I' entonces

max minu; (x,y) = min max ug (z,y) = u(z*, y*),

luego todo equilibrio de Nash de I' da los mismos retornos.
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3. Simax, ming ui(x,y) = ming max, ui(x,y) (en particular siI' tiene un eqilibrio de Nash),
x* es un marminimizador para 1, y y* lo es para eljugador 2, finalmente (x*,y*) es un

equilibrios de Nash para el juego T'.
Demostracion: (1.) and (2.). Sea (z*,y*) un equilibrio de Nash para I'.

» Entonces ug(z*,y*) > uz(a*, y) para todo y € Sa. Luego u; (z*,y*) < uy(z*,y), para todo
y € Ay por lo que ui(z*,y*) = minyui (2, y) < max, ming uq(z, y).

= Andlogamente uy (z*,y*) > ui(x, y*) para todo x € S;. Se sigue que uq (z*, y*) > ming uy(z,y)
para todo = € Sp. Se concluye que , uq(z*,y*) > max, min, u; (z,y).
Un argumento analogo para el jugador 2, estableces que y* es un maxminimizador para el

jugador 2, y que ua(z*,y*) = max, min, us(z,y), luego u;(z*, y*) = min, max, ui(z, y).

Demostracidn (3.) Sea v* = méax, min, ui(z,y) = min, max, ui(x,y). Por el lema previo:—v* =

max, ming us(z, y).
» Dado que z* es un maxminimizador para 1, uj(z*,y) > v* para todo y € As.
» Siendo y* un maxminimizador para el jugador 2, ug(x,y*) > —v* para todo = € 5.

*

= Considerando = z* e y = y* A partir de la igualdad us = —u; obtenenmos que

ui(z,y*) < v*. Dado que

» uy(x*,y*) = v* concluimos que (z*,y*) es un equilibrio de Nash.

Ejemplo 15
ifj|1]2
1101
21110

Fig. 14.

minméxa;; = 1 médxmina;; =0
i i

El cumplimiento de la igualdad
min médx a;; = max min a;;
i i
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en un juego de suma cero, es equivalente a la existencia del equilibrio maxmin para el juego en
estrategias puras. En este ejmplo la igualdad no se verifica. No obstante el teorema de existencia
de VNM que seremostrado mds adelante, nos asegura la existencia de un equilibio en estrategias

mixtas.

Consideraremos a continuacién algunos ejemplos que nos ilustran acerca de cémo encontrar

estrategias mixtas minmax.

8.3. Resolucién de equilibrios con estrategias mixtas para jue-

gos de suma cero

Consideremos el caso par impar, ejemplo (6). En primer lugar puede verse que no existe
equilibrio en estrategias puras.

El jugador I puede ponerse en una situacién que le garantice un cierto valor minimo. Ase-
gurarse de obtener este minimo equivale a que su estrategia le permita obtenerlo independien-
temente de lo que haga II. Asi, si s;1 = {p, (1 — p)}, siendo p la probabilidad de elegir la fila 1,
es tal que: —2p+3(1 —p) = 3p —4(1 — p) resulta p = 1—72 y el retorno esperado serd: E(r) = %
El jugador II jugard analogamente, eligiendo sy = {q, (1 —¢)} de forma de ser independiente de
lo que haga I, obtendrd el mismo retorno.

Veamos como pueden hallarse soluciones en casos sencillos, usando métodos geométricos.

En casos generales la solucién se obtiene con métodos de programacion lineal.

Ejemplo 16 Resolucion Geométrica (caso de suma cero).

El siguiente método grifico que presentaremos para resolver un caso simple, de un juego
de dos personas con suma cero, pierde eficiencia cuando aparecen dimensiones mayores. En
este caso hay que recurrir a métodos mas complicados de cdlculo, dando lugar a posibilidades

amplias de aplicacion de métodos de la programacion lineal.

Consideremos el juego representado por la siguiente matriz 2 x 4.

2 3 51
4 1 0 6
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El conjunto de estrategias puras para I, estd dado por las filas de la matriz y las del jugador II,
por las columnas.

Si el jugador I adopta la estrategia mixta p = (p1,p2). p es una distribucién de probabilidad
sobre el espacio de filas elegida por I, siendo p; la probabilidad de elegir la fila i = {1,2}.

Suponiendo que II, elija la primera columna, entonces el retorno esperado sera:

Eqp = 2p1 + 4pa.

Ansdlogamente si II elige la segunda, tercera o cuarta columna como estrategia pura:

Esp = 3p1 + p2.
Egp = 5p1.
Eyp = p1 + 6p2,

respectivamente. Siendo p una probabilidad tenemos que p; + ps = 1.

La figura siguiente muestra las graficas correspondientes a las distintas funciones.

Fila 1 Fila 2
6
Col. 4 3
Col. 3
4 Col. 1 >
3
Col.2 -
1 1
0 p=(0,1)
p*=(5/7,217) p=(1.0)
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El eje vertical a la derecha corresponde a la eleccién de la estrategia p = (0, 1) por parte de
I, esto es el jugador uno elige la fila 1. Mientras que el eje a la izquierda representa la estrategia
mixta (1,0), esto es la eleccién de la fila 2. El eje horizontal representa los posibles valores de
p1,0 <p1 <1

Interpretacién del diagrama:

Cualquiera sea la eleccién de p, el jugador I no estard peor que lo indicado por la linea
remarcada, la llamada “envolvente inferior”. Dicha funcién es f(p) = min{E;, : j = 1,2,3,4.}.
El jugador I, elegird aquella estrategia mixta, p* de forma de maximizar f(p). Tal p estd dado
por el corte de Fa), con Fy,.

En aras de resolver completamente el juego, consideramos ahora la submatriz definida por

las columnas 2 y 4:

31
1 6

Resolviendo andlogamente para II, quien elegird una distribucién de probabilidades ¢ =
{q1, g2} sobre las columnas de la submatriz, suponiendo que I elegird en estrategias puras, una
u otra fila, obtendremos las ecuaciones suficientes para hallar una envolvente superior g(q;), II
elegird aquella estrategia tal que, g1 sea un minimo de dicha funcién.

%

De esta forma obtendremos las siguientes estrategias de equilibrio: p* = (5/7,2/7); ¢* =

(0,5/7,0,2/7); el valor de juego, esto es el retorno esperado para I serd v = 17/7.

Ejercicio 6 Encuentre a solucion minmax en estrategias miztas para el caso del ejemplo (15)

8.4. Existencia del minmax para juegos de dos personas de

suma cero

El siguiente teorema,fue demostrado en [O. Morgenstern, J. von Neumann(47)| y prueba
que para juegos de suma cero, siempre existe una solucién minmax en estrategias mixtas.

Sea I' = {®1, Py, u1, uz} un juego de dos personas de suma cero. donde ®; y Phiy conjuntos
finitos de estrategis puras. Las distribuciones de probabilidad sobre estos conjuntos son vectores

tales que p € R™ y q € R™ y serdn considerados vectores escritos como culumnas, siendo
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my = |®1 y mg = |P3|. Sean Q1 y Q2 los conjuntos de distribuciones de probabilidad sobre &4

y ®9 respectivamente.

Teorema 3 (De existencia del equilibrio minmax) Para toda matriz A, siempre existe
un equilibrio minmax en estrategias mixtas, esto es existen p y q distribuciones de probabilidad,

sobre el conjunto de estrategias puras, tales que:

méax min p'" Aqg = min méax p'" Aq.
PEP qeQ qeQ peP

Este teorema fue conjeturado por [E. Borel, (1921)] quien lo verificé en casos particulares,
pero la primera prueba aparece en [J. Von Neumann (1928)].

Demostracion: Es inmediato verificar que la siguiente desigualdad se cumple siempre:

v = maxmin p'" Aq < min max p'" Aq = v.
peEP q€Q qeQ peP

Para verificar la dsigualdad opuesta consideremos
n
M={meR" m;i=> ajq;, ¥ q;=1, q; >0},
j=1 j=1

que es convexo y Compacto.

Es obvio que: mingeq méx,ep p” Ag = ming,epm méx,ep p"m = vy. Sea ahora
M(’UZ) = {t G Rmatl < 1)2’7: = ]_’ ’m}.

Se puede afirmar que: M(ve) N M = ().
La demostraciéon de esta afirmacién la haremos por el absurdo. Supongamos que existe
z € M(vg) N M.

Es inmediato ver que para todo z € R™ se verifica que:

n
max z; > 2,V : E x; = 1.
KA
i=1
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Como z € M resulta que existe g € @ tal que
n
Z; = Z aijqj.
j=1

Se sigue que:

min max p'" Ag < méxp'z < max Zi.
qeEQ peEP peEP

Luego, como z € M(vy) se comple que

mlnmaxp "Ag < maxp Tz < max 2z < U9 = mmmaxp "Agq,
qeQ peP peP q€Q peP

lo que es una contradiccién.
Entonces a partir del teorema de separacién de convexos, podemos concluir con que existe
P no nulo tal que

pz <wveVz € M(ve), ypz > vaVz € M.

Luego si p es no negativo, obtendremos:

v = max min p”Aq > min pz > v
peEP geqQ 2EM

con lo que se completaria la prueba.
Para probar que p > 0, suponga que tuviera una coordenada negativa, por ejemplo la
i-ésima. Entonces, sea Z € M(vsz), consideremos 2" € M(vz) definido por:
Z; JjF#1
2zt /

Zi—m j=1

Asi, pz™ — oo cuando n — 00, lo que contradice que pz < pz"Vz € My z € M(v3).]]
Demostraremos a continuacion que (x*,y*) es una solucién minmax si y solo si es un punto

silla para u; (z,y).

Definicién 23 Decimos que (z*,y*) es un punto silla de una funcion f : X xY — R si se
verifica que

SuprXf(mvy*) = f(m*vy*) = innyYf(m*7y)a ‘v’m,y €EX xY.
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Siendo X e Y compactos y la funcién continua, el supremos y el infimo pueden cambiarse

por maximo y minimo.

Teorema 4 Sea I un juego de suma cero de dos jugadores y sea ui(x,y) en X x Y, el producto

cartesianos de los conjuntos de strategias mixtas, entonces (x*,y*) es un punto silla de uy siy

solamente si:

i (o) = mip i (e.o)

Demostracion: Sea (z*,y*) un punto silla de u;. Se verifica que

o < mixui(z,y’) = wi(e”,y") = Jg{,ul(w*,y) <wv

pero como siempre se verifica que v > v se sigue que v = v.

Supongamos ahora que v = v. Se tines que

uy(z,y*) < I;lé%}((ul(x,y*) —p=v= I;él’?ul(m*’y) < wup(z*,y").]
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Capitulo 9

Juegos de miultiples etapas con

accliones observadas

Son juegos con multiples etapas aquellos en que los diferentes jugadores deben elegir una
movida en méds de una ocasién temporalmente diferente. En forma mds precisa, podemos decir

que se trata de juegos donde:

i) En cada etapa k, todos los jugadores conocen las acciones elegidas en toda etapa previa

0,1,...,k—1.

ii) Todos los jugadores mueven “simultaneamente” en cada etapa k. Esto es en el momento

k ningin agente conoce lo que hace el otro.

= Observacién: No estdn excluidos los juegos en los que los individuos mueven alterndn-

dose, puesto que se permite la “accién” no hacer nada.

Por ejemplo, en el juego de Stackelberg, conocido como “seguir al lider”, en el primer
momento el lider elige una determinada accién, por ejemplo un cierto nivel de produccién
y el rival no hace nada. En la segunda etapa, el seguidor, elige una accién, conociendo la

eleccién previa del lider, y este no hace nada.

iii) Las etapas tienden usualmente a asimilarse a periodos de tiempo, pero en la teoria una

etapa no tiene porque tener una interpretacién temporal.
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Para la resolucién de juegos multietapas es posible condicionar la accién futura al pasado.
Los jugadores juegan en forma secuencial distintos juegos. El asunto estd en que os resultados
pueden ser diferntes si los jugadores actiian en cada juego como is estos fueran indepenedientes,
o bien lo consideran un tnico juego global. Por ejemplo, supongamos que dos jugadores deben

jugar en una primera etapa el juego del prisionero:

M F

M| 4,4 | -1,5
F|5-1] 1,1

Luego de este juego los jugadores deben enfrentarse en el siguiente juego,

L G
L| 00 |—-4-1

—1,-4|-3,-3

El primero tiene un unico equilbrio de Nash, ambos jugadores juegan F. Para el segundo

nos encontramos ocn tres equilibrios de Nash:

(L.D), (G,G), (3:3) 5 5)

La pregunta natural es, jdeberdn los jugadores ver este juego como un tnico gran juego
o como dos juegos asilados? En el primer caso, es poisble pensar en que los jugadores pueden
condicionar la eleccién del segundo a lo que el oponente haya realizado en el pasado. Si asf
fuera, es posible. la existencia de equilibrios de Nash que puedan evitar el resultado (F,F').
Nuevamente los jugadores apelardn a la racionalidad, o al cnsocimeito comiin para obtener sin
ccoperaci”’on explicita, un resultado cooperativo.

Es posible generalizar a partir de este sencillo ejemplo, un juego multi-etapa como una
sucesioén finita de la juegos-etapa, siendo cada una de ellas un juego de informacién completa
pero imperfecta (un juego de movimiento simultdneo). En cada etapa los jugadores juegan de
manera simultdnea, es deicr sin saber lo que los deméds estdn haciendo. Esto sélo se descubre al

final de la etapa.
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Estos juegos se juegan de forma secuencial por los mismos jugadores, y los pagos totales de
la secuencia de los juegos serdn evaluados mediante el secuencia de los resultados en los juegos.
Los jugadores pueden crear nexos entre las etapas de forma tal de obtener un resultado mejor
que si los consideran en forma independiente, como por ejemplo, si en el dilema del prisionero
jueggas M en lugar de F' entonces yo jugare de forma de beneficiarte en el segundo periodo,etc...
Resultan asi estrategias condicionales.

Las estrategias condicionales son muchas por ejemplo para el caso conisderado tendremos:

(81 SMM SFFSMF SFM)

Si = \8i5 8 )94 i 9%

donde sil representa lo que el jugador ¢ hard en el primer juego, y sfb representa lo que el jugador
1 hard en la segunda etapa, condicionado a que el jugador ¢ haya jugado a en la primera etapa
y el jugador j # i haya jugado b.

En el caso de considerar el juego multi-etapas como un juego unico y jugar estrategias
condicionadas, podemos obtener equilibrios de Nash difiernetes de aquellos que implican jugar
el equilibrio de Nash de cada etapa. Si consideramos cda juego en forma independiente, el
resultado serd jugar M en la primera etapam y luego uno de los tres equilbrios posibles, por
ejemplo:

S; = (S%7S£WM7SFF3MF,SFM) = (F7G7G7G7G)VZ c 172

7 A 7

En el caso consiiderado, dado que hay més de un equilibrio en la segunda etapa, podemos
condicionar jugar unos de ellos a lo realizado previamente. Por ejemplo es un equilbrio de Nash,

perfecto en subjuegos (este concepto serd anlizado mds adelante) el siguente:

1. jugar M en la primera etapa.
2. Jugar L en la segunda si (M, M) se jugd.
3. Jugar G si algo distinto a (M, M) ocurrié en la priemra etapa.

4. Es decir:
s; = (51, sMM GFEME FMY _ (M L,.G,G,G)Viel,2

©1°¢ 291 21 19
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Observe que este equilibrio es resultado de considerar el juego como un todo. Se obtiene
en equilibrio de Nash cooperativo, que evite la jugada (F, F') en un juego no cooperativo. La
posibilidad de obtener este resultado se basa en la racionalidad de los jugadores, reconocida por
el conocimiento comin y no en la cooperacién explicita de los jugadores.

Un hecho mds a considerar, es que la segunda etapa puede ser relativamente lejana en el
tiempo a la primera. por lo que habria que considerar un factor de descuento, para considerar el
valor presente del juego. Por ejemplo si el factor de descuento de un jugador es § se obtendrian
los retornos

ui (M, sg) =4+ 06, y ui(F,s2) =5+ (-3)d

lo que implica que M es una mejor respuesta si4d >5—35 0 § > %
Esto significa que para considerar una estrategia que contemple jugar en algin periodo en

forma diferente al equilibrio de Nash debe suceder que:
1. En la dltima etapa hay méds de un equilbrio de Nash.
2. Los factores de descuento sean lo sufcientemente altos.

Miés adelante volveremos a considerar estos juegos. Usaremos la siguientes definiciones

Una historia es una sucesién de acciones, una en cada nodo no termianl, de forma tal que
» Por h¥ = (ay, ..., a;,) representaremos la historia al final de la etapa k, (h° = ).

» ¢ A(W) denota el conjunto de acciones posibles de eleccién en el nodo j de forma tal que

aj € A(R7) corresponde a una eleccién hecha en el nodo hj por el jugador correspondiente.
= Si el total de etapas del juegos es K, h representa la historia completa.

» Definiremos como H¥ el conjunto de todas las historias terminales. de formatla que

(a1, ...,ax) es terinal si no existe ninguna accién posible de ser elegida luego de la etapa k

s Cada historia termina en un nodo terminal. Los retornos indicados en los nodos terminales

muestran las preferencias de los jugadores sobre el conjunto de historias.

En este caso una estrategia pura para el jugador i, es un plan contingente en cada etapa k
para toda posible historia terminal h*.

Mientras que, una estrategia mixta, serd un sorteo sobre las historias posibles,
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Capitulo 10

Equilibrio perfecto en subjuegos

Dado un juego extensivo I' = {K, N, F, A, r}, es posible dividirlo en juegos més pequeiios.
Esta idea se formaliza mediante el concepto de subjuegos.

Entendemos por subjuego de un juego en forma extensiva al juego que se inicia en
un conjunto de informaciéon compuesto por un dinco nodo del juego original y el subédrbol que
le sigue, siempre que no se rompa la estructura de informacién del juego original. Esto es,
dado un conjunto de informacién del juego original, se integra totalmente al subjuego o ningin
nodo puede formar parte del subjuego. Es decir, si el conjunto de inforamcién u pertenece a un
subjuego, todo conjunto de informacién compuesto por nodos sucesores de u debe formar parte
del subjuego, no pudiendo ser los nodos de estos conjuntos de informacién sucesores de nodos
no considerados en el subdrbol.

Sea K el drbol que reresenta el juego I' y sea F;; € F; un conjunto de informacién tal que
F;j = {z}. Sea K, C K el subdrbol que se inicia en = para el que se verifica que Fj; C K, o
bien F;; N K, = () para todo i € N, j € {1,...,n;}. Entonces la restriccién de I' a K, constituye
en s{ mismo un juego, que serd llamado subjuego denotado como I'y y que se inicia en x.
Toda estrategia s podra ser escrita como (s_,,z,) donde por s, representaremos la estrategia
s apartir de x, v s_, la estrategia que corresponde al resto del juego, el que serd denominado
juego truncado. Si sabmeos que en ', se jugard s, es suficente analizar el juego truncado I'_,
que resulta de remmplazar en I' el subédrbol K, por un nodo final con los los retornos R;.(sz),
para todo jugador 1.

Si en el nodo x comienza un subjuego, las historia que una estrategia pura represeenta,
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puede ser dividida en dos etapas. Si conocemos la histora posterior a la etapa en la que el nod
x se alcanzd, para conocer toda la historia, solo nos resta conocer la que corresponde al juego
truncado.

Un equilbrio de Nash se dice perfecto en subjuegos, si restringido el perfil estrtatégico que lo
determina, a cada subjuego es un equilibrio de Nash para el subjuego. Es decir si s es equilibrio
de Nash perfecto en subjuegos si y solamnete si s, es equilibrio de Nash para cada subjuego
posible de T'.

Es decir que una historia, corresponde a un equilibrio perfecto en subjuegos, si la parte de
la historia que comienza en cada subjuego, corresponde a un equilibrio de Nash del subjuego.

Obsérvese que un equilibrio perfecto en subjuegos evita irraconalidades en subjuegos propias
de algunos equilibrios de Nash, no obstante aun asi, no es totalmente satisfactorio, pues como
veremos existen equilibrios perfectos en subjuegos que no son sensibles.

Se tiene el siguiente teorema

Teorema 5 (de Kuhn) Todo juego finito en forma extensiva con informacion perfecta, con-

tiene un equilibri perfecto en subjuegos.

La demostracién de este teorema, es inemdiata a partir de considerar el método de induccién
hacia atras.

Induccién hacia atrds o retroinduccién La posibilidad de particionar un juego es sub-
juegos, nos permite resolver el juego de atrds para adelante. Para esto nos vamos hasta los
dtimos nodos, y formamos, llendo hacia atras los subjuegos méds pequenios admisbles. Resolve-
mos cada uno de ellos, En el nodo inicial de cada subjuego considerado, anotamos los retornos
que corresponden a la resolucién del subjuego considerado. Debenos recordar las estrategias
que corresponden al equilibrio de este subjuego. Hacemos esto reiteradamente hasta que todos
los nodos finales hayan sido considerados en algiin subjuego. Seguimos hacia atras, consideran-
do en el nuevo drbol, que finaliza en los nodos iniciales de los subjuegos de la etapa anterior.
Cosntruiremos asi un perfil estratégico que corrsponderd a un equilibrio perfecto. Este método

se conoce como induccién hacia atras,
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10.1. Retroinduccién en juegos multietapas

Retroinduccién puede ser aplicada para cualquier juego finito, con informacién perfecta,
donde finito significa que sélo existe una cantidad finita de etapas, e informacién perfecta que
en cada etapa, cada conjunto de informacién consta a lo mas de un nodo.

El algoritmo consiste en determinar las movidas optimales en la iltima etapa para cada
historia h*. Entonces trabajar en la K — 1 etapa, y definir la estrategia optimal para el jugador
que debe mover alli, sabiendo que en la etapa K la historia serd , de acuerdo a la eleccién
anterior. El algoritmo continda de esta manera, hasta la etapa inicial. Habremos construido asf
una estrategia éptima en el sentido de Nash, de acuerdo al concepto que discutiremos en la
siguiente seccion.

En el caso del juego de dos etapas previamente considerado, nos fuimos primeramente a la
segunda estapa. Vimos que acad habia tres posibles equilibrios de Nash, y sobre etos vimos la

posibilidad de alcanzarlo, jugando en forma adecuada en la etapa anterior.
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Capitulo 11

Equilibrios de Nash

Un equilibrio de Nash es un conjunto de estrategias, una para cada jugador (un perfil o
combinacién estratégica), que es la mejor respuesta que cada uno puede dar a las acciones de
los otros. En un equilibrio de Nash cada jugador maximiza su utilidad esperada, tomando las
acciones de los otros como dadas. De esta forma en un equilibrio de Nash, ningtin jugador se
siente tentado a modificar en forma unilateral, su estrategia.

Los resultados obtenidos, obtenidas eliminando estrategias esttrictamente dominadas son
ejemplos de equilibrios de Nash muy “robustos”, no obstante veremos que existen otras respues-
tas que son equilibrios de Nash, que pueden no estar soportadas por estrategias dominantes.

Los equilibrios maxmin, encontrados para juegos de suma cero, son también equilibrios de

Nash.

Definicién 24 Para un juego con n jugadores, con estrategias S;,i € {1,,,,.n} y funciones de
utilidad u; : X' | S; — R Un equilibrio de Nash es un vector s* de estrategias individuales

cuyas componentes cumplen:
* * *
wi(s;,8%;) > ui(si,s;,) Vs €8

Un equilibrio de Nash se llama fuerte si cambiamos la desigualdad por una desigualdad
estricta. No obstante ser un equilibrio robusto, en el sentido de que pequenas oscilaciones en las
utilidades no modifican el equilibrio, no siempre es posible probar su existencia. A pesar de su

debilidad, podemos probar la existencia de un equilibrio de Nash en condiciones muy generales.
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Las proposiciones siguientes relacionan los equilibrios de Nash, con los obtenidos eliminando

estrategias dominadas.

Proposicién 4 Si s* = (s7,...,s}) es un equilibrio de Nash, entonces estas estrategias sobre-
vivirdn a la aplicacion reiterada del principio de eliminacion de estrategias fuertemente domi-

nadas.

Demostracién Sea s* = (s7,. .., s};) un equilibrio de Nash, supongamos que s} es la primer
estrategia del vector s* que se elimina. Entonces, existe s, € S; tal que s} > sf. Es decir que
ui(sf,5-4,) < u;(s},5-), cualquiera sea s, € S;, en particular para s* luego, u;(sj,s*;) <

ui(s}, s*;) lo que contradice nuestro supuesto de que s* es un equilibrio de Nash.{]

Proposiciéon 5 Si en un juego con un conjunto finito de estrategias posibles para cada jugador
la eliminacion de estrategias dominadas conduce a descartar a todas las estrategias con excepcion

de una estrategia por jugador, las estrategias no eliminadas constituyen un equilibrio de Nash.

Demostracién Por la proposicién anterior, sabemos que todo equilibrio de Nash sobrevive
al proceso de eliminacién de estrategias estrictamente dominadas. Hay que probar que si el
proceso deja como unico sobreviviente a: s* = (sj,...,s)) entonces este es un equilibrio de

Nash. Razonando por el absurdo, supongamos que no sea un Equilibrio de Nash. Entonces

*

1 o . . "
existe s, € S; tal que w;(s},s*;,) < w;(,s},s*;). Pero como s, fue eliminada, existe s, € S;

tal que w;(s},s—;,) < wi(s?,s—;),VS; y en particular wu;(s},s*;) < w;(s],s*;). Si sf = s/ la

n

"
i 7

" 2 3
i = s; pues s; no sobrevive.

contradiccién obtenida termina la prueba. Si s] # s, existe s
Repitiendo el proceso, teniendo en cuenta que el espacio de estrategias es finito si el juego es
representado en forma normal se termina la prueba.|]

Directamente de la definicién de equilibrio de Nash, se tiene la siguiente proposicion:

Proposicién 6 Ningin equilibrio de Nash con estrategias mixtas, asigna probabilidad positiva

a una estrategia pura estrictamente dominada.

Es decir, en términos de la definicién 10, se tiene que si para algin jugador i, R;(k,s—;) <

R;(ls,) siendo s = (s;,s—;) un equilibrio de Nash, entonces s;(k) = 0.
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11.1. Existencia del Equilibrio de Nash

Vamos a probar aqui la existencia del equilibrio de Nash, si bien este teorema fue probado
en [J. Nash, (1959)], su utilizacién se remonta a [A. Cournot, (1897)], de ahi el hecho de que
muchos autores prefieran llamar a este equilibrio de Nash-Cournot.

Supondremos que las funciones de utilidad definidas en el elsapcio de estrategias mixtas de

cada uno de los jugadores son funciones cuasi- céncavas.

Definicién 25 Una funcion u:S C R" — R, S convexo, se dice cuasi- concava si
{z :u(z) > a}

es convexo, para todo o € R.

Recordemos que una funcién de utilidad representa el retorno que el jugador obtendrd como
resultado de la estrategia por él utilizada, en funcién de las estrategias que todos los demds
jugadores lleven adelante.

Sea S; el conjunto de las estrategias mixtas del jugador i € {1,2,--- ,n}. Sea u; : X' 1S; —
R la funcién de retorno del jugador ¢:—ésimo. Entonces tenemos el siguiente concepto de equi-

librio de Nash:

Definicién 26 (Equilibrio de Nash) El vector estratégico:
5=(51,52...,8n) € X;215;

es un equilibrio de Nash si y sélo si Vi € {1,...,n},u;(5) = maxs,cs, wi(si,5—;).

Para la demostraciéon del teorema de existencia del equilibrio de Nash, vamos a necesitar
introducir algunas definiciones adicionales, asi como el teorema de punto fijo de Kakutani y el
teorema del méximo.

El primer concepto que definiremos es el de funcién multivoca o aplicacidn.

Definiciéon 27 Sean X e Y dos conjuntos cualesquiera Una aplicacidon, correspondencia o fun-
cion multivoca ¢ : X — Y, © — ¢(x) C Y, es una correspondencia que asocia puntos de X a

subconjuntos de Y.
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Sean X e Y dos espacios topoldgicos. Para los objetivos de estas notas bastard considerar

X=R™eY =R

Definicién 28 Una aplicacion ¢ : X — Y es llamada hemicontinua superiormente, h.c.s.

en x si para toda sucesion x, € X e yn € ¢(Tp), Ty — To,Yn — Y entonces y € ¢(x).
Equivalentemente:

Definicién 29 Una aplicacion o correspondencia ¢ : X — Y es hemicontinua superior en
xg € X, si para todo entorno V en'Y que contiene a ¢(xg) existe U entorno de xg, tal que

¢(x) CV para todo x € U

Fig. 16. Aplicacion 5.C.5.

Definicién 30 Sean X e Y espacios topoldgicos. Una aplicacion o correspondencia ¢ : X —'Y
es llamada hemicontinua inferiormente, h.c.i. en x si para toda sucesion x, € X : xp —

ey € ¢(x), eriste una subsucesion con Yy, € ¢(zy,) tal que yn, — y.
Equivaletemente:

Definiciéon 31 Sean X e Y espacios topoldgiocs Una aplicacion o correspondencia ¢ : X — 'Y
es llamada hemicontinua inferiormente, h.c.i. en xg € X si para todo entorno U tal que

UnNo(xg) #0 el conjunto {x € X : ¢p(x) N [U N ¢(x0)] # 0} es un entorno de xg.
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La correspondencia se dird hemicontiuna superior o hemicontinua inferior, si lo es, para todo

punto de su dominio.

Fig. 17. Aplicacién S.C.L

Observacién 1 Puede verse facilmente que una aplicacion que sea una funcion, esto es #¢(x) =
1 para todo x en el domnio de ¢, puede ser h.c.s sin ser continua, esto dejaria de ser cierto si
exigimos que el recorrido de la funcion fuese compacto (es el teorema del grafo cerrado).

No obstante una aplicacion h.c.i. que sea funcion es inmediatamente continua.

Definicién 32 Diremos que una correspondencia ¢ : X — Y es de valores compactos o com-

pacta, si ¢(x) CY es compacto para todo x € X.

A continuacién probaremos un importante teorema que garantiza la continuidad de la apli-
cacién maximo de una funcién continua u : .S x T' — R. Este teorema nos permitird obtener el
Equilibrio de Nash (o Nash-Cournot) como el punto fijo de una aplicacién via el Teorema de

Kakutani.

Teorema 6 (del Mdximo de Berge) Seau: X XY — R una funcion continua y ¢ : X — Y
una correspondencia h.c.i. con valores compactos. Entonces la funcién valor m : X — R

definida como

m(m) = maxy&b(ac)u(ma y)
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es continua y la correspondencia de los mazximizadores p: X — Y definida como

o) ={u€ 600 ulep) = mix u(w. )|

es h.c.s.

Demostacion: Probar que m es continua en x € X, es equivalente a probar que para toda
T, — x se verifica que m(zy,) — m(z). Sea m(w,) = w(Tn, Yn) = MAXycp(z,) W(Tn, y) ¥ m(z) =
u(w,2) = Méxych(z) w(T,y). La existencia de y, y 2 se deduce de la compacidad de ¢ y la
continuidad de f. Como z € ¢(z) y ¢ es h.ci, existe z,, subsucesiéon de z, tal que y,, =
¢(zp, ) — z. Como u es continua m(xy, ) = u(zn,, Yn,) — ul(z, 2) = m(z).

Sea T, — T,Yn — Y,Yn, € ¢(Tn,), probar que p es h.c.s equivale a probar que y € ¢(x),
esto es, que Vz € ¢(z), u(z, z) < u(z,y). Para esto observemos que como ¢ es h.c.i, z, — =
para todo z € ¢(x) existen z,, € ¢(zy, ), con z,, — z por lo tanto u(zn,, zn,) < W(Tn,, Yn,)-

La continuidad de u termina la demostracion.]

Enunciaremos a continuacién el teorema de punto fijo de Kakutani. No daremos aquf

la demostracion, el lector interesado puede encontrar la prueba del mismo en [C. Berge, (1963)]

Teorema 7 (de Kakutani) Sea S C R™ compacto y convezo. Sea ¢ : S — S aplicacion h.c.s.

y con valores convexos. Entonces ¢ tiene un punto fijo, esto es existe un & € S : T € ¢(T). 1

Finalmente probaremos el teorema de existencia del equilibrio de Nash, para juegos finitos,
es decir, aquellos en los que participan un conjunto fiito de jugadores, que disponen de un
conjunto finito de estrategias puras, y que tiene un horiznte finito, es decir que no se puede
jugar indefinidamente.

Las utilidades de cada jugador u; : S; x S_; — R son funciones continuas en S = 5; x S_;
cuasi-concavas en S;, definidas sobre el conjunto de estrategias posibles, a las que corresponde

un conjunto de retornos, asf u;(s_;,-) : S; — R para todo i = {1,2,...,n}.

Teorema 8 (Teorema de Nash) Sea I' = {(S1,...5n, Ri,... Rn} un juego infinito con n

personas, con las siguientes propiedades:

VEl teorema de Kakutani, introducido a partir de las necesidades de la teoria de juegos, fue durante los anos
1950 a 1970, hasta la introduccion de la topologia diferencial, la principal herramienta de la economia matemdtica.
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= S; es un subconjunto no vacio, compacto y convezxo, de un espacio euclidiano.
» Cada jugador i tiene una utilidad u; : § = x}_1S; — R continua.

» Para s fijo, el mapa s, — u;(s'i,s_1) es cuasi-concavo.

Entonces el juego T' posee al menos un equilibrio de Nash, es decir E(T) # ().

Demostracion Sea ®;(s—;) = {s; € S; : ui(si,5-i,) = maxses, u;i(t,s—;)}. Por el teo-
rema del maximo (probado anteriormente), resulta que ¢ es h.c.s., la cuasi-concavidad de
u; en S; asegura que ® toma valores convexos. Entonces resulta que el producto d ®(s) =
Dy(s-1), X ..., xP,(s_y) es h.c.s. y de valores convexos.

Ademds S es compacto y convexo. Luego ® : S — S es una aplicacién en las condiciones
el Teorema de Kakutani, por lo tanto existe § : § € ®(5). Equivalentemente §; maximiza
u;(5-;,t) Vt € S;. Con lo cual queda probada la existencia de la solucién de equilibrio.|]

Mencionaremos aunque sin demostrarlo que el conjunto de los equilibrios de Nash es gen-

eralmente impar. Esto puede concluirse a partir del teorema siguiente:

Teorema 9 Casi todo juego finito, tiene una cantidad impar de equilibrios en estrategias miz-

tas.

El lector interesado puede consultar [R. Wilson (1971)]. Se entiende por casi todo un con-
junto abierto y denso de juegos. Recordamos que por juegos finitos, entendemos juegos en los
que participan un conjunto fiito de jugadores que disponen de un conjunto finito de estrategias
puras, y que tiene un horiznte finito, es decir que no se puede jugar indefinidamente.

Un teorema usa argumentos similares a los desarralloados en [G. Debreu (1970)] y
[ A. Mas-Colell (1985)], donde se prueba que el conjunto de los equilibrios walrasianos en
economias competitivas es finito e impar.

Como puede el lector convencerse facilmente, no todo equilibrio de Nash conlleva el mismo
retorno, no obstante es de destacar que en juegos de suma cero, todo equilibrio de Nash asocia
a cada jugador el mismo retorno, definido por el valor del juego. Es decir si (*, y*) es equilibrio

de Nash entonces u; (z*,y*) = —ua(z*,y*) = v.

Ejercicio 7 1. Compruebe el lector esta afirmacion.
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2. Verifique también que para juegos de suma cero si, (z,y) y (', y") son equilibrios de Nash,

entonces también lo serdn: (z',y) y (x,y').

11.2. Relacion de los distintos tipos de equilibrio con el con-

cepto de Pareto optimalidad

Un concepto importante en economia, es el de eficiencia en el sentido de Pareto. Una
distribucién de bienes o recursos se dice eficiente en el sentido de Pareto, si cualquier otra
distribucién de los mismos, perjudica por lo menos a uno de los participantes.

Ciertamente no es un criterio de justicia, pues distribuciones muy “injustas” pueden ser
eficientes en el sentido de Pareto (por ejemplo aquella que da todos los recursos a uno de los
agentes actuantes y nada a los restantes). No obstante si la distribucién no tiene la propiedad
de Pareto sucede que sin empeorar a nadie al menos uno puede mejorar, y muchas veces poder
mejorar al menos a uno implica, poder llevar a todos los agentes de la economfa a un nivel de
satisfacciéon més elevado.

Asi mds que por su presencia, la ausencia de Pareto eficiencia en una distribucién derecursos

es lo que mds preocupa, pues ella nos indica que algo se podria hacer mejor.

Definicién 33 Una distribucion factible de recursos, x = {x1,--- ,x,} es eficiente en el sentido
de Pareto si no existe otra o' = {z},--- ,x}}, posible tal que x} > z; para todo i = {1,--- ,n}

y estrictamente preferida para por lo menos uno de ellos.

Entendemos por distribuciones factibles, aquellas que pueden alcanzarse con los recursos
existentes en el momento de realizarse. Asf si el total de recursos a repartir entre n individuos
es C, x ={x1, -+ ,xz,}, es posible si ) 1" | z; = C.

En un juego, una combinacién estratégica serd Pareto eficiente, si no existe ninguna otra
que en caso de seguirse, permita mejorar a al menos un jugador sin empeorar a ninguno de los
demads.

La pregunta natural que surge es la de cémo los conceptos de equilibrio presentados se
comportan respecto a la eficiencia de Pareto.

Es claro por la propia definicién de juegos de suma cero, que todo equilibrio de Nash, no es
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sélo una solucién maxmin, sino que también es una solucién Pareto eficiente. Pues una vez en
cada una de ellas, todos los recursos que no son asignados al jugador I van para el II.

No obstante, en general, no todo equilibrio de Nash es Pareto eficiente. Es decir existen
equilibrios de Nash en los que es posible obtener una situacién mejor para todos. Es cldsico en
este sentido el juego de los prisioneros, donde el equilibrio de Nash robusto, que se obtiene no

es Pareto eficiente.
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Capitulo 12

Necesidad de refinamiento de los

equilibrios de Nash

Una primera razén importante y fdcil de comprender por la cual se debe refinar el concepto
de equilibrio de Nash, es el hecho de que algunos de ellos son Pareto 6ptimos y otros no. En
economia es frecuente la necesidad de distinguir entre ambos tipos de equilibrios que pueden
estar presentes en un mismo modelo, véase por ejemplo [Accinelli et al, (2015)]. Socialmente es
preferible que una econmia alcance aquellos equilibrios que son también éptimos de Pareto. No
obstante debe considerarse que aun cuando un juego presente dos equilibrios de Nash y uno de
ellos sea 6ptimo de Pareto, no es neceariamente este el que se juega. Consideremos el siguiente

ejemplo que también nos sirve para mostrar la necsidad de nuevos refinamientos.

Ejemplo 17 Considere el juego representados por la siguiente matriz de retornos:

L R
U | 10,10 | —80,7
D|7,-60| 6,6

El juego presenta dos equilibrios en estrategias puras; (U, L) y (D, R) mientras el primero
corresponde a un 6ptimo de Pareto, el segundo no. No obstante, observe que, si el jugador 2
comete un error, una vez que 1, elijié U, éste obtenga grandes pérdidas. Andlogamente, si 2

elige L y uno por error elige D entonces 2 se vea altamente perjudicado. Mientras que 1 no
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obtendrd pérdidas si elige D, ni 2 las obtendra si elige R. En estos casos, independientemente
de lo que el otro haga, cada uno se asegura un retorno de 6 unidades. Segin la naturaleza
de los jugadores, o las estimaciones que cada uno haga de los posibles errores que el otro
pueda cometer, puede resultar un equilibrio que no es 6ptimo de Pareto. Mds adelante, en la
subseccién (12.1) resentaremos el concepto de equilibrio perfecto, que puede orientarnos en la
caractrizacién de estos equilibrios.

Como ya lo consideramos previamente, en juegos modelados en forma extensiva, existen
equilibrios de Nash, que dan lugar a comportamientos irracionales, (no maximizadores) en
nodos alcanzables unicamente con “probabilidad nula”, véase ejemplo ((2)). Veremos que esta
situacién puede resolverse, mediante el concepto de equilibrio perfecto en subjuegos, véase
seccién (13.2). Concepto que, al menos en principio. deja fuera estas irracionalidades.

Otra razén, quizds no tan inmediata, es que en juegos modelados en forma normal pueden
aparecer equilibrios no robustos, esto es equilibrios que sélo se juegan si estamos seguros de
que no se cometardn errores en el momento de eleccién, véas ejemplo (17). El concepto de
equilibrio perfecto refina al equilibrio de Nash, dejando de lado este tipo de equilibrios. Define
como perfectos aquellos equilibrios que protegen a cada jugador de errores o vacilaciones en el
momento de decidir.

Presentamos a continuacién ejemplos en los que la necesidad de los refinameintos se hacen
presentes. Para obtener un amplio y detallado panorama de refinamientos del equilibrio de

Nash, recomendamos [E. Van Damme (1991)].

Ejemplo 18 (Irracionalidad en un juego en forma extensiva)
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Fig. 158. Equilibrio Imperfecto.

En el juego representado en la Fig. 18, la estrategia (L1, R, R3) es un equilibrio de Nash, pero
obsérvese que en tanto que el nodo y no se alcance, le es indiferente la estrategia a elegir, no
obstante si el nodo y se alcanzase, elegir la estrategia mencionada es irracional. Asi, estrate-
gias de equilibrio pueden prescribir movidas irracionales en determinados nodos, pero esto sdlo
puede suceder para nodos que, a menos de existir errores no serdn alcanzados. Estos equilibrios
se denominan equilibrios imperfectos. Obsérvese que para juegos con conjuntos grandes de
estrategias posibles, la posibilidad de errores es alta, por lo que seria preferible evitar imper-
fecciones, es decir poder definir equilibrios perfectos, esto es equilibrios que no den lugar a

1rracionalidades.

En juegos presentados en forma normal, no existen nodos inalcanzables en los que puede
haber irracionalidades, no obstante existen equilibrios de Nash que pueden ser no robustos,
inestables, en el sentido de que modificaciones inesperadas en el comportamiento de los jugadores
puede dar lugar a cambios en las estrategias elegidas que acarrean pérdida de bienestar para

algin jugador.

Ejemplo 19 (Inestabilidad en un juego en forma normal)
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Ly | (1,1) | (0,0)
Ry | (0,0) | (0,0)

Fig. 19. Equilibrios Inestables

Este juego presenta dos equilibrios, (L1,L2) y (Ri, R2). Si bien ambos son equilibrios de
Nash, veremos que mientras el primero es robusto el sequndo no lo es.

Consideremos (R1, R2), si el jugador 11, juega Ry entonces el jugador I no gana modificando
su estrategia. No obstante el jugador I, nada pierde si el juega su estrategia L1 es mds puede
ganar si I1 juega Lo. En definitiva se jugard el equilibrio (L1, La) pues ambos jugadores tienen
incentivos a desiviarse de (R1, Ra). Decimos que (R1, R2) es un equilibrio no sensible, es decir

que en definitiva no se juega.

Otro argumente que muestra la necesidad de refinar el concepto de equilibrios de Nash,
aparece al considerar que los jugadores pueden cometer errores en el momento de elegir su

movida, con pérdida de bienestar para algin jugador. Por ejemplo en el caso siguiente

Ejemplo 20

Ly Ry
Ly | (L,1) |(0,~10)
Ry | (~10,0) | (10,10)

Aparecen dos posibles equilibrios, (L1, R1) y (Lo, R2) no obstante cada jugador deberd estar muy

sequro de la eleccion del otro antes de jugar su sequnda estrategia.

La posibilidad de cometer errores en juegos en forma extensiva, puede llevarnos por un
camino tal que se alcance un nodo a partir del cual la estrategia prevé un comportamiento irra-
cional. Un equilbrio de Nash en forma extensiva puede implicar comportamientos irracionales a
partir de un nodo que no se alcanza si se sigue tal estrategia de equilibrio. Equilibrios de Nash
que eviten esta posibilidad ponen a los jugadores a resguardo de errores en la eleccién de los

demads jugadores.
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12.1. Equilibrio perfecto

Veremos que el requerimiento de que un equilibrio sea perfecto es realmente débil, si un
equilibrio no es perfecto es realmente insensible, en el sentdio de que no se juega. En el ejemplo
(19), Fig. 3, se ve que no todo equilibrio de Nash es perfecto. El equilibrio (Rj, R2) no es
perfecto, mientras que si lo es (L1, La), esto prueba que el concepto de equilibrio perfecto es,
estrictamente, un refinamiento del concepto de equilibrio de Nash.

Para obtener el concepto de equilibrio perfecto, comenzaremos definiendo, para un juego
en forma normal, un juego perturbado. En estos juegos se asume que todo jugador puede
al menos en principio, por error en sus calculos, o informacién imperfecta, jugar cualquier

estrategia con probabilidad positiva.

Definicién 34 Sea I' = {®q,Po,...,P,, R1, Ro,..., Ry}, un juego de n personas en Forma
Normal. Para i ={1,2,...,n} sean; y Si(n;) tales que: n; € F(®;, R™) con n¥ > 0 para todo
k€ ® ycon Y nt < 1; Si(n;) = {si € Si;s¥ > n¥ paratodo k € ®;}. Entonces I'(n) =

{S1(m),S2(n3)s .-, Sn(n,), Ri, Ra, ..., Ry}, se define como el juego perturbado.

Obsérvese que el juego perturbado elimina estrategias que asignan probabilidad cero a algu-

na estrategia pura. Es decir, todas las estrategias pueden ser jugadas con alguna probabilidad.

Observacién 2 (Notacion) Por R;(s|k) representaremos el retorno que ofrece la estrategia
puera k € ®; cuando se estd jugando el perfil s. Por sf representamos la probabilidad que la

estrategia mizta s; del jugador i—ésimo asigna a su estrategia pura k.
De las definiciones se sigue el siguiente lema:

Lema 2 Una combinacion estratégica s € S(n) es un equilibrio de (I'(n)) si y sdlo si, se satisface

que: si R;(s|k) < Ri(s|l), entonces s¥ = n¥ para todo i, k, 1.

Ahora, asumir que un jugador racional solamente cometerd errores con probabilidad muy

baja, nos lleva a la siguiente definicién de equilibrio perfecto:

Definicién 35 Sea I' un juego en forma normal. Un perfil estratégico s de I', es un equilibrio
perfecto, si s es el limite de una sucesion {s(n)},—o siendo {s(n)} un equilibrio de I'(n) para

todo 7.

90



Recuerde que un equilibrio de Nash s* en estrategias mixtas del juego I', asigna probabilidad
cero a una esttrategia pura k € ®; tal que R;(s|k) < R;(s|l). El equilibrio del juego perturbado,
asigna a estas estrategias puras, la menor probabilidad posible, la que, por definicién, no puede
ser cero, pues se considera 17 > 0 en todos sus argumentos, es decir nf >0Vie{l,..,n} and
k € ®,.

Obsérvese que, para que un equilibrio s de I' sea perfecto es suficiente que algunos, no
necesariamente todo juego perturbado, con 7 préximo de cero posea un equilibrio “préximo”
a s. De aqui que requerir que un equilibrio sea perfecto es una condicién no muy restrictiva,
téngase en cuenta que si un equilibro no es perfecto es insensible, en el sentido de que nos e
jugara.

Dado que, como veremos, todo juego (I',n) perturbado, posee un equilibrio (ver teorema
(10)), siendo S producto de conjuntos compactos es el mismo compacto, se sigue que existe s

en 7 punto de acumulacién de la sucesion, {s(n)},—o que es un equilibrio en I'.
Teorema 10 Todo juego perturbado (I',n) posee un equilbrio s(n).

Demostracion: Es la misma que para el caso de la existencia del equilibrio de Nash en
estrategias mixtas, con la salvedad deuq que debemos conisderar como el cojunto de estrategias
mixtas de cada jugador, no todo el simplex, sino solamente sun subconjunto propi de él.

Con lo cual queda probado el siguiente teorema:
Teorema 11 Todo juego en forma normal, posee al menos un equilibrio perfecto.

Demostracion: Considere uns sucesion s(n) de equilibrios de (I', ), como ella esta en S que
es compacto, existe una subsucesién convergente, luego el equiibrio perfecto existe.
A continuacién daremos dos caracterizaciones del equilibrio perfecto. Una de ellas usa el

concepto de e—perfecto equilibrio introducido en [R. B Myerson (1978)].

Definicién 36 Sea I' = (®q,...,P,, R1,...,Ry) un juego normal y sea € > 0. Una combi-

nacion estratégica s € S es un e— equilibrio perfecto de I' si satisface que:

i) Es completamente mixto. Esto es ® = Sop(s), o sea que el conjunto de las combinaciones

estratégicas es el soporte de s.
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i) Ri(s|k) > Ri(s|l), entonces st <eViec {l,...,n}k,l € ®;.(%)

Teorema 12 Sea I' = (®4,...,P,, Ry, ..., R,) un juego normal y sea s € S. Las siguientes

afirmaciones son equivalentes:

i) s es un equilibrio perfecto de T.

ii) s es un punto limite de una sucesion {s(€)}ejo, siendo s(e) un equilibrio perfecto de T,

para todo e.

iii) s es un punto limite de una sucesion {s(€)}cjo combinaciones estratégicas completamente
miztas con la propiedad de que s es la mejor respuesta contra todo elemento s(€) en la

sucesion. Es decir
Ri(si,s(e—i) > Ri(s},s(e_;) V s, € S;,Vie {1,..n}.

Demostracién i) — 4i) : Sea s un punto limite de la sucesién {s(n)},|0, con s(n) € E(I',n)
para todo 7. Definamos €(n) € R4 por: €(n) = méx; x nF. Entonces s(n) es un €(n)—equilibrio
perfecto. Lo que establece ii).

Veamos ahora que i) — ii) : Sea {s(€)}ejo, como en ii) y, sin pérdida de generalidad,
asumiremos que, {s(€)}cjo0 — s cuando e tiende a cero. De acuerdo a (*) se sigue que todo
elemento en el soporte de s, es una mejor respuesta contra s(e) siempre que € sea suficientemente
pequeno.

Finalmente probaremos que i) — i) : Sea {s(€)}|o, como en iii) y, sin pérdida de gen-
eralidad, asumiremos que, s es el tinico limite de la sucesién. Definimos 7n(e) € RT', por:

n(e)F = sk(e) sik & Sop(s) ik

€ en otro caso

Entonces 7(€) converge a cero cuando € tiende a cero, asi el juego perturbado {I',n(€)} estd
bien definido. Para € pequetio tenemos que s(e) € S(n(e)) y como se sigue del lema anterior s(e)
es un equilibrio para {T',n(e)}. Asi como 1(¢)¥ — 0 cuando ¢ tiende a cero el teorema sigue de
la definicién de juego perturbado y de mejor respuesta.|]

Veremos a continuacién algunas criticas al equilibrio perfecto.
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12.2. Ciriticas al concepto de equilibrio perfecto

El equlibrio perfecto es de alguna forma un resguardo contra vacilaciones en la forma de
elegir de algin jugador. Se le suele describir como el equilbio de la mano temblorosa (trembling
hand equilibrium), porque precisamente nos pone a resguardo de “temblores” o vacilaciones de
algin jugador en el momento de elegir la accién a seguir.

Como Selten observa, véase [R. Selten (1975)], la nocién de equilibrio perfecto no es total-
mente satisfactoria. Al limitarnos a considerar como vélidos sélo aquellos equilibrios que son
perfectos podemos eliminar equilibrios racionales. Por ejemplo, cuando juegos en forma exten-
siva se representan en forma normal es posible que aparezcan equilibrios perfectos que no son

perfectos en subjuegos. Lo dicho lo confirmaremos con el siguiente ejemplo:

Ejemplo 21 FEl juego representado en la figura siguiente, tiene un unico equilibrio perfecto
en subjuegos: {L1, Ly, Ls}. Pero {R1, R2, R3} es bajo ciertas condiciones que se describiran el
limite de una sucesion de equilibrios con vacilaciones, y por lo tanto perfecto. Mientras que el
primer equilibrio no se jugard si el jugador I elige con vacilaciones o mano temblorosa, o bien

11 se las atribuye.

Fig. 20 Un equilibrio secuencial, no es necesariamente .

perfecto.
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Ri| (2,2) |(2,2)
L, Ly | (3,1) | (1,0)
L1, R} | (0,-5) | (1,0)

Fig. 21. Forma FEstratégica
Supongamos que el jugador I, elige con vacilaciones, siendo las siguientes las probabilidades

con que I elije uno u otro camino:

prob(Ly, L) = €2
prob(Li, R}) = €
prob(R1) = 1—¢e—¢€

La probabilidad de elegir R}, dado que eligié Ly, es

P(Ly1, R e

P(R,/L{) = -
(F1/L1) P(Li,I}) + P(LL,R1)  e+e

cuando € tiende a cero.

El problema estd en que las vacilaciones (los temblores de la mano) en la eleccién correcta
estdn correlacionadas, aquf si el jugador I, se equivoca la primera vez, y eleige L1 muy prob-
ablemente se volvera a equivocar la segunda vuelta, y eleigird R} con mucha probabilidad.
Como resultado, se obtiene el equilbrio (R1, Re, R)) el que si bien es perfecto, no es perfecto en
subjuegos.

En [R. Selten (1975)], se introduce el concepto de agente en forma estratégica para eliminar
esa posibilidad de correlacién entre vacilaciones ante cada movida. Para detalles al respecto

[D. Fudemberg and J. Tirole (1991)], y el trabajo original de Selten citado arriba.

12.3. Equilibrio esencial

Sea G(®1,...,®,) el conjunto de todos los juegos I' = (®4,...,P,, R1,..., R,) con estrate-
gias (®q,...,P,).

Para T’ € G(®q,...,P,), sea r; el retorno de i asociado a las estrategias puras de I, es decir
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ri = (Ri(¢))gca. Esto significa que r; € R™* donde m* = II!"_;m,, siendo m; = |¢;|. El vector
de retornos del juego I' es r = (ry,...,1,) € R™™*

Podemos establecer una correspondencia uno a uno entre el conjunto G(®q,...,®,) y el
conjunto de vectores del espacio vectorial R™*. Entonces es posible definir una distancia o

métrica p(I',I”) en el conjunto G(Py, ..., P,).
p(T,I") = max; s|ri(s) — ri(s)].
Una distancia entre dos estrategias s, s’ € S puede definirse por

p(s.5') = miix [si(a) — }(a)].
1,0

Diremos que una cierta afirmacién S, es cierta para casi todo juego si, la clausura del
conjunto de los juegos para los que S es falsa, considerado como subconjunto del espacio R™™*

tiene medida de Lebesgue cero.

Definicién 37 (Equilibrio esencial) Sea I' un juego en forma normal con n jugadores. Un
equilibrio s de T' es esencial si para todo € > 0 existe ¢ tal que, para todo I para el que se

verfiqgue que p(T,T") < §, existe s € E(I") con p(s,s’) <e.

Definicién 38 (Equilibrio fuertemente estable) Sea I'* = (®y,...,0,,R},...,R}) un
juego de n personas en forma normal. Un equilibrio s* es fuertemente estable en v* si existen

entornos U de I'* en R™* y V de s* en R™, tal que
(i) |[EC)NV|=1, para todo T € U y
(ii) el mapa s: U — V definido por {s(I')} = E(I') NV es continuo.
De nuestras definiciones sale inmediatamente que:
Proposicién 7 Todo equilibrio fuertemente estable es esencial.

Definicién 39 (Equilibrio aislado) Diremos que un equilibrio s es aislado si existe un

entorno V' de s tal que VN E(I") = {s}.
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Como consecuencia tenemos que:
Proposicién 8 Todo equilibrio fuertemente estable es aislado.

El concepto mds restrictivo de equilibrio es el de equilibrio regular. Su definicién esta
asociada al hecho de que una determinada matriz jacobiana, evaluada en alguna de las estrate-
gias ¢ € Sop(s), siendo s un equilibrio de Nash, sea no singular. En esas condiciones s es un
equilibrio regular. [E. Van Damme (1991)].

Obsérvese que una estrategia s € S es un equilibrio para I' si y solo si la siguiente condicié

se verifica:

sF>0=R:i(s/k) = méx Ri(s/1) Vi € {1,..,n}. k € @,
€y

Luego s € R es un equilibrio de I si y solo si es solucién del siguiente sistema de ecuaciones:

¥ [R:i(z/s) — méxies, Ri(x/1)] =0Vic {l,..,n}, k€ &,

(2

>keo, T —1=0Vie{l,..,n}

Sea
FF(z/¢) = 2F [Ri(x/s) — méxica, Ri(z/1)] Vi€ {1,...,n}, k€ ®;

Fi(z/9) =Y pee, aF —1=0Vie{l,..,n}.

Sea J(z/¢) el jacobiano de anterior con m + n ecuaciones y m incégnitas Es decir,

Iafo) = 2LEL

se para s € E(I') resulta ser el jacobiano una matriz no singular, entoces decimos que el
equilibrio s es regular.
En [J.C. Harsanyi (1973)] siguiendo [G. Debreu (1970)], usando el teorema de Sard, se prue-

ba que:
Teorema 13 Para casi todo juego en forma normal, todos sus equilibrios son regulares.

Los equilibrios regulares gozan de muchas buenas propiedades: son fuertemente estables,

aislados, esenciales, propios y aparecen en cantidad impar.
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Esto muestra que par juegos en forma normal, si bien pueden aparecer juegos con equilibrios
de Nash “irracionales”, estos son pocos, al menos en el sentido de la medida de Lebesgue,
veremos que esto no sucede cuando tratamos con juegos en forma extensiva.

Estos conceptos estan rigurosa y ampliamente analizados en [E. Van Damme (1991)].
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Capitulo 13

Juegos con memoria perfecta

Aquellos juegos en forma extensiva, donde cada jugador recuerda todos los antecedentes que
lo llevaron al nodo actual, son llamados juegos con memoria perfecta.

Un caso particular de juegos con memoria perfecta, son los llamados juegos con informacion
perfecta en estos cada conjunto de informacién es un singleton. La Fig. 6, muestra un ejemplo
donde el jugador II no puede distinguir entre dos posibles nodos, no sabe cual es la accién
anterior del jugador I.

Aquellos juegos donde no existe informacién perfecta, se caracterizan por la existencia de
conjuntos de informacién conformados por mas de un nodo. El jugador con tal particién de su
conjunto de informacién no puede distinguir entre un nodo y otro de un mismo conjunto de
informacion.

La mayorfa de los juegos que aparecen en economia si bien no tienen informacién perfec-
ta, son de memoria perfecta. A los efectos de considerar estos introduzcamos las siguientes
consideraciones.

A cada jugador 7 le corresponde un conjunto P;, de puntos de decisién (nodos), ver definicién
1. El mismo tiene asociado una particién U;, en subconjuntos llamados conjuntos de informacion

tales que:

i) Todo camino intersecta cada conjunto de informacién a lo més una vez.

ii) Todos los nodos en el mismo conjunto de informacién tienen la misma cantidad de suce-

sores.
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Notacién

Sea x un nodo, llamaremos Suc(z) al conjunto de sucesores inmediatos de x, es deicr al
conjunto de nodos que estadn unidos por ramas salientes de x. Por C, entendemos una particién
de UgzeySuc(z) en las llamadas elecciones en u, siendo u un elemento de U}, U;, de forma que
a toda eleccién le corresponda un tnico elemento en Suc(z). De esta manera identificamos
una accién ¢ € ', con las elecciones posibles de ramas que se alejan de u y que en el gréfico
aparecen etiquetadas, comenzando en un elemento x € u y terminando en un Suc(x) que estd
en c, es deicr, que se alcanza,partiendo de algén = € u mediante la accién c. Recuerde que para

cada x € u corresponden las mismas acciones, estas son C,.

Definicién 40 El juego I' tiene memoria perfecta si para todo i € {1,...,n},u,v € U;, ¢ €

Cy para x,y € v, tenemos que ¢ es anterior a x si y solo si ¢ es anterior a y.

En juegos con memoria perfecta, ningin jugador olvida informacién que una vez conocio,
por lo tanto, en cada nodo conoce las acciones que lo trajeron a la situacién actual, por lo tanto
dos nodos en el mismo conjunto de informaciéon no pueden ser predecesores. No obstante esto no
es suficiente para imponer memoria perfecta. Pues supongamos que = y & pertenecen a nodos
distintos de un jugador dado, y supongamos que x’ y 2" son los sucesores respectivos, y ambos
en un mismo conjunto de informacién. Esto supone que le jugador olvidé algo que sabia, pues
ahora no sabe si llego al conjunto de informacié habiendo elegido en x o en 7.

Necesitamos también imponer que si " € h(z'), y si x es un predecesor de 2/, actuando el
mismo jugador 7 en x y 2’ y por lo tanto en z”, entonces existe un nodo Z, que est4 en el mismo
conjunto de informacién que x (posiblemente ¢l mismo) que es predecesor de x”, y tal que la
accién elegida en T que lo lleva a z”, es la misma que que de z lo lleva a z’. Intuitivamente,
si dos nodos estdn en el mismo conjunto de informacién, se distinguen sélo por propiedades
que el jugador desconoce, y que no podia conocer cuando eligié un accién que lo llevard a este
conjunto de informacién. Ademds el jugador recuerda la accién h(z) elegida en x, que lo lleva

al nodo de 2’ que es el mismo que el de z”.

Ejemplo 22 FEl ejemplo representado en la Fig. 22, nos muestra un juego que no tiene memoria
perfecta. Ubicado en su seqgundo conjunto de informacion, el jugador I no es capaz de reconstruir

las acciones que lo llevaron alli.
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L'l L/ R\\ Ly P\ L1

Fig. 22. En su segunda movida, el jugador 1. olvida algo que previamente le era

RIT

R'T

conocido.

13.1. Estrategias de comportamiento

Definicién 41 Una estrategia de comportamiento del jugador ¢ asigna una distribucion de
probabilidad sobre C,, para todo conjunto w € U, al conjunto de estas estrategias lo notaremos
por B;, mientras que por B, representaremos el conjunto de las combinaciones de estrategias de

comportamiento, es decir al conjunto de n-uplas de estrategias, una para cada jugador.

Las estrategias mixtas corresponden a una aleatorizacién a prior:i mientras que una estrate-
gia de comportamiento supone una aleatorizacién local.

La equivalencia entre estrategias de comportamiento y estrategias mixtas para juegos con
memoria perfecta tiene importante valor para entender una amplia clase de trabajos con juegos
extensivos. Para esto introduciremos el concepto de Probabilidad de Realizacion.

Si b € B, entonces para todo z € Z se puede computar la probabilidad P?(z) de que z sea
alcanzado cuando b es jugado.

th componente b; tal que

Un nodo z se dice posible para b; si existe algin b € B con ¢
P®(x) > 0. Un conjunto de informacién se dice relevante para by, si jugando b; existe un nodo
posible x € wu para b;. Denotaremos por Pos(b;) respectivamente Rel(b;) al conjunto de los

nodos posibles, respectivamente relevantes para b;.

Definicién 42 Dos estrategias s y s son equivalentes si dejan la misma distribucion de

probabilidades sobre los resultados para toda estrategia de los oponentes.
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Cualquier estrategia mixta s;, genera un tnica estrategia de comportamiento equivalente:
Supongamos que el jugador 7 usa la estrategia mixta s;, entonces si u € U; es alcanzado, la

probabilidad de elegir ¢ € C,, quedard dada por lo que llamaremos probabilidad de realizacion:

biu(c) = Y sl Y sid), (13.1)

¢;ERel(c) ¢;ERel(u)

donde Rel(u) denota el conjunto de todas las estrategias puras ¢; del jugador i, relevantes
para u, es decir que dada la estrategia mixta s;, llevan a u, con probabilidad positiva. Mientras
que Rel(c) representan las estrategias puras que, una vez alcanzado, el conjunto de informacién u
asignan probabilidad positiva a la accién c en u. De esta manera como el lector puede comprobar
facilmente habremos obtenido unas estrategia de comportamiento equivalente a la estrategia
mixta.

El reciproco de esta afirmacion es inmediato.

Esto muestra que lo que puede alcanzarse usando estrategias mixtas, puede lograrse con
estrategias de comportamiento. Por lo que no hay razén para que un jugador use estrategias mas
generales que las de comportamiento. Esto se demuestra por primera vez en [H. Kuhn. (1953)].

Si (1) estd bien definido b; serd la estrategia de comportamiento, y se definird arbitrariamente
cuando w no puede ser alcanzado con la estrategia s;.

Consideremos el siguiente ejemplo, tomado de [D. Fudemberg and J. Tirole (1991)].

Ejemplo 23 Segin la Fig. 22, el jugador I, tiene cuatro posibles estrategias:

(L17L/1); (Ll’ Rll)’ (R17 L/l); (Rla Rll)

No obstante, si el jugador I juega Ry, su seqgundo nodo de informacion es inalcanzable, y por lo

tanto (R, L) y (R1, R}) son equivalentes.
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Fig. 23. El jugador II no juega si [ elige RI.

En juegos con memoria perfecta, a partir de una estrategia mixta, sélo es posible construir
una Unica estrategia de comportamiento equivalente, no obstante a la misma estrategia de

comportamiento, puede corresponderle mas de una estrategia mixta equivalente.

Ejemplo 24 La figura (24) muestra un ejemplo de equivalencia entre estrategias mixtas y de
comportamiento. Fl jugador II, usa la estrategia oa, que asigna probabilidad % a las sigutentes
estrategias puras: so = (L, L', R"); so = (R, R', L"). La estrategia de comportamiento equivalente

es: bap(L) = bop(R) = 33 bop (L) =0 y bop (R') = 1, y bopn (L") = bopn (R") = 3.
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R"1 Ll

Fig. 24. Estrategias de comportamiento.

Muchas estrategias miztas, pueden generar una unica estrategia de comportamiento.

En la Fig. 24, el jugador II tiene cuatro estrategias puras,

Py = (L27LI2)5 Pog = (L2;R/2)§ Po3 = (R2>L/2)3 Gog = (7"27LI2)-

Las estrategias miztas:

1111 1 1
= (- -, -, — oo = (— 0 0 —
52 (4747474) 02 (27 ’ 72)7
generan la misma estrategia de comportamiento be; bop(La) = bop(R2) = % y bop (Lh) =

/ 1
bap (RQ) = 3-
No habiendo razones para que un jugador use una estrategia mds general que la que corre-

sponde a estrategias de comportamiento nos limitaremos a ellas.

13.2. Subjuegos y equilibrios perfectos en subjuegos

Frecuentemente es natural descomponer un juego en subjuegos menores. Esto se formaliza

con la nocién de subjuego.

Definicién 43 Sea x un nodo de un juego I'; con un drbol K, y sea K, un subdrbol que comienza

en x. Si todo subconjunto de informacion de I' o estd completamente incluido en K, o bien es
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disjunto con él, entonces la restriccion de I' a K, constituye un juego, llamado subjuego T',

Ccom COMIENZO €N .

Definicién 44 Una estrategia de comportamiento b de un juego en forma extensiva, es equilib-
rio perfecto de subjuegos si la restriccion de b a I, es un equilibrio de Nash, para todo subjuego

propio T.

Sea I'; un subjuego de I', toda combinacién estratégica b puede descomponerse en un par
(b—z,bs), siendo b, una combinacién estratégica en I'; y b_, una combinacién estratégica en el

juego truncado I'_;(bs).

Definicién 45 Dada la estrategia b, de un subjuego I'y, de T', se entiende por juego truncado,
I_3(bs), el que resulta de reemplazar K, por el nodo final con retorno esperado R;z(by) para

todo jugador 1.

Por R;;(b;) entendemos el retorno esperado por el jugador ¢ cuando la estrategia b es jugada.

El concepto de equilibrio perfecto de subjuegos, es un primer paso en el intento de eliminar
equilibrios de Nash que prescriben comportamientos irracionales.

Sea I' un juego en forma extensiva y sea b un vector de estrategias de comportamiento

(combinacion estratégica), en I'. Diremos que b, € B; es la mejor respuesta contra b si:
R;(b|b}) = méax R;(b|b)), (13.2)
b/ eB

siendo R;(-) el retorno esperado para i cuando - es jugado: R; = > P’(2)r;(2), siendo PP(z)
la probabilidad de que el nodo final z, sea alcanzado, cuando b es jugado y 7;(2) es el retorno
que corresponde a ¢ si z es alcanzado.

Una vez que el conjunto de informacion u es alcanzado, sélo seran relevantes para b, Rel(b),
aquellos conjuntos de informacién que son posibles de alcanzarse luego de u, jugando b.

Definiremos como mejor estrategia contra b a partir de u a una estrategia b; que satisface:

Ryi(b|b) = mix Rui(b]by), (13.3)
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donde el retorno esperado condicional R,; estd definido por:

Ryi(b) = Y P(zlu)ri(z) = Y PP(x|u) Ryi(b) si P(u) > 0. (13.4)
z€Z TEU
Obsérvese que: Ry;(b|b;) depende solamente de lo que b prescribe para todo conjunto de

informacién posterior a u.

Teorema 14 b es la mejor réplica contra b si y sdlo si b es la mejor réplica contra b en
cada congunto de informacion u € U; que es alcanzado con probabilidad positiva, cuando blb; es

Jjugado.

Demostracion Sea {uq,;a € A} una particién en conjuntos de informacién del conjunto
de los nodos, o puntos de decisiéon P; de i. Sea Z(F;) el conjunto de los nodos finales asociados
con P;. Entonces para toda combinacién estratégica de comportamiento, b € B, tenemos:

Ri(b) = >, P"(ua)Rin, (b) + > odz(P) PP(2)r;(2), donde la suma sobre a se extiende a
aquellos u, con P°(uy) > 0, ahora el teorema sigue inmediatamente. ||

Este teorema prueba que para que una combinacién estratégica sea un equilibrio, necesita
prescribir un comportamiento racional sélo en aquellos conjuntos de informacién que pueden
ser alcanzados cuando un equilibrio es jugado, mientras que en los otros conjuntos de informa-
cién, el comportamiento puede ser arbitrario. Esta es la razén de la existencia de equilibrios
“irracionales” y por la que el concepto de equilibrio de Nash debe ser refinado. Veremos que a
través del siguiente ejemplo que la necesidad de refinamiento extensiva, es mayor que en juegos

en forma normal.

Ejemplo 25 Ver [E. Van Damme (1991)], pag 107.
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RI
LI
11
0 LI RII
9
-1 1
-1 1

Fig. 25. En la figura se representa un juego con
irracionalidades persistentes bajo perturbaciones.

Para demostrar lo dicho, consideremos el juego de la Fig. 25. El juego tiene dos conjuntos
conexos de equilibrios de Nash. {(R1, R2)} v {L1,pL2 + (1 — p)R2);p < 3}. De aquf que el
juego presente dos posibles resultados, (R1, R2) y Li. El tinico equilibrio que tiene “razonable”
es obviamente, (R, R2). Nétese que para juegos con retornos préximos, el conjunto de equi-
librios cambia constantemente pero se mantiene la irracionalidad. De aqui se sigue que existe
un conjunto grande (con medida de Lebesgue positiva) de juegos, para los que la “esenciali-
dad” (cf. Def. en subseccién 6.3), no es suficiente para excluir irracionalidades. Parece ser que
la tnica propiedad genérica asociada a los juegos en forma extensiva es el de que genérica-
mente tienen una cantidad finita de resultados posibles. Esta propiedad estd demostrada en

[D. M., Kreps and R. Wilson (1982)]

Teorema 15 Para casi todo juego finito, en forma extensiva, el conjunto de los equilibrios de

Nash es finito.

Un importante concepto para eliminar aquellos equilibrios de Nash, que permiten un com-
portamiento irracional en los nodos no alcanzables, es el de equilibrio perfecto de subjuegos.
Un equilibrio b de un juego I' se dice un equilibrio perfecto de subjuegos si para todo

subjuego I';, de I' la restriccién b, de b constituye un equilibrio para I',.
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Lema 3 [H. Kuhn. (1953)].5i b, es un equilibrio para T'y y b_, es un equilibrio para el juego

truncado T'_;(by), entonces (b_z,by) es un equilibrio de T.

Demostraciéon La prueba sigue de la observacién de que para todo b € B :

Ri(b) = P’(2)Riz(d) + D P'(2)ri(2),
2¢Z(x)
siendo Z(z) = {y € P; : y sigue a x}. Si ', estd bien definido, entonces R;,(b) depende sola-
mente de b,.]]

Este lema permite obtener cualquier equilibrio perfecto de subjuego, mediante el siguiente
procedimiento iterativo: Primeramente consideramos los subjuegos minimales en el juego orig-
inal, luego truncamos el juego asumiendo que en cualquiera de los subjuegos se jugo un equi-
librio. Repitiendo el proceso y considerando el lema anterior, obtenemos su equilibrio perfecto

de subjuegos. Finalmente resulta el siguiente teorema:
Teorema 16 Todo juego posee al menos un equilibrio perfecto de subjuegos.

Ejemplo 26 FEquilibrio Perfecto de Subjuegos. El juego ilustrado por la figura siguiente, no
puede ser resuelto ni por la eleccion de una estrategia no dominada, ni por induccidon retroactiva,
no obstante podemos sequir la ldgica de este ultimo método, para obtener un equilibrio perfecto

de subjuegos.

El juego que comienza en el segundo conjunto de informacién del jugador I, tiene un tdnico
equilibrio de Nash, con valor esperado (0,0). El jugador II, a su turno, eligiria Ra, solamente si
esperara que en el subjuego de partidas simultaneas final, I eligiera con probabilidad mayor que
%, la rama con resultado favorable para él. Como sabe que I es racional, como lo es el mismo,
en su nodo, elegird Lo. El jugador I, en su primera movida hard R;, quedando conformado el
equilibrio.

Podemos ahora representar este juego de la siguiente formas:
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LIT

Z1 Z2 Z3 Z4

Fig. 26. Equilibrio perfecto en subjuegos.

13.3. Criticas a la resolucién por estrategias débilmente domi-
nadas

El siguiente ejemplo nos muestra que en ciertos casos proceder por eliminacién de estrate-

gias débilmente dominadas, puede llevarnos a resultados no deseados por quien aplicada dicho

método.

Ejemplo 27 Supongamos el juego en forma normal, representado en la siguiente matriz.

b1 bo
a; | (10,1) | (1,8)
as | (10,15) | (=2,3)

Fig. 27 Un mal caso para la eliminacion de estrategias “débilmente dominadas”

Observemos que el equilibrio “razonable” es el representado por las estrategias as,b;. No
obstante si el jugador I procede eliminado estrategias débilmente dominadas, eliminard la fila
as. Sabiendo esto, el jugador II, elegird bs, contra la esperada eleccién b1, obteniendo el jugador

I un mal resultado.
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13.4. Criticas a los métodos de resolucién por retroinduccion y

por subjuegos

En esta seccién discutiremos algunas de las limitaciones de los métodos de resolucién por
retroinduccién o por subjuegos. Si bien ambos métodos resuelven bien algunos casos, como los
de dos etapas, juegos de Stackelberg, no obstante a medida que aumentan las etapas del juego,
o la cantidad de jugadores, las soluciones obtenidas por estos métodos merecen refinarse.

Las principales dificultades se presentan ante la posibilidad de que los jugadores cometan
errores o duden de la racionalidad de los oponentes. Cadenas largas de retroinduccién por la
presencia de muchos jugadores, presuponen largas cadenas de supuestos de que cada uno sabe
que el otro sabe, etc, consecuentemente la posibilidad de que algin jugador piense que alguno de
sus sucesores olvide algo que es de conocimiento piblico aumenta y consecuentemente aumenta
la posibilidad de un desvio de las “estrategias racionales”.

En tanto que el método de resolucién por subjuegos es una extensién de la retroinduccién
es vulnerable a las mismas criticas. Dificultades adicionales se presentan si pensamos en que
en este caso, cada jugador espera que se juegue no sélo una estrategia que sea un equilibrio de
Nash, sino ademds un tdnico equilibrio de Nash.

Veamos algunos ejemplos que hacen referencia a las dificultades planteadas.

Ejemplo 28 (El juego del cien pies 1) Algunas dificultades presentadas por probables fallas

de la ractonalidad. El conocido ejemplo del cienpies es ilustrativo en este sentido.

I I ITT N
) N 22
./
RI RIT RIT RN
1 1/2 1/3 1/N
’ 1/N
1 1/2 1/3 /

Fig. 28. El juego conocido como el cienpies.
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El juego presentado en la figura anterior, es un juego con informacién perfecta, donde puede
aplicarse la retroinduccién, obteniendo como resultado que cada jugador i a su vez elegird L;.

Obteniendo como resultado que cada jugador ganard dos unidades.

No obstante si la cantidad de jugadores es amplia, las posibilidades de que cada uno elija
una opcién equivocada, y decida parar en su turno, aumenta. Si suponemos que la probabilidad
de que cada jugador cometa un error con probabilidad € > 0, entonces la probabilidad de elegir
correctamente serd p = 1 — e, al llegar al i-ésimo jugador tendriamos que esta es p’. Lo que hace
que aumente la probabilidad de error en cada jugada siguiente.

La otra critica que cabe es la referida a la cantidad de informacién que debe manejar cada
jugador, si bien se supone que todo es del conocimiento ptiblico, pueden requerirse largas cadenas
de conocimientos y queda abierta una posibilidad de distorsiones en la racionalidad, a partir de
un mal manejo de la informacion.

El siguiente ejemplo muestra la posibilidad de que los jugadores, jueguen al menos hasta

cierto momento, de manera irracional, es decir, fuera del equilirio perfecto en subjuegos:

Ejemplo 29 (El juego del cienpies 2) Dos jugadores estan realcionados en un proceso, en

el que actian alternativamente, con las siguientes caracteristicas:

= Cada uno de ellos puede decidir parar en cualquier momento en que le toque jugar.
= Cada jugador dispone de dos estrategias puras: C continuar o S parar.

= 57 decide continuar, entonces juega el otro.

= Cada jugador prefiere parar en la etapa t antes de que el otro pare en la etapa t + 1.

= Bl juego finaliza luego de T periodos, si ninguno decidid parar antes.
Formalmente las historias posibles para este juego son:

» Secuencias del tipo C(t) = (C,...,C) en las que se juega C hasta la etapa 1 <t <T

» Secuencias del tipo S(t) = (C,...,C,S) consistentes en t — 1 repeticiones de C' y en la
etapa t < T se juega S.

110



= Comienza jugando 1, y juega en cada etapa impar, mientras que el jugador 2 jugard en

las etapas pares.

» Para cada jugador resulta la historia S(t + 2) preferida a la historia S(t) y prefiere S(t)
a S(t+1) para todo 1 <t <T —2.

» FEl jugador que debe elegir en la itima etapa T, prefiiere S(T') a C(T).

El juego tiene un unico equilibrio de Nash el que es perfecto en subjuegos, onsiste en ju-
gar siempre S. Para obtener este rsultado basta resolver el juego mediante el mecanismo de
induccién hacia atras.

Este equilibrio se fundamenta en que cada jugador cree que el oponente parard en el siguiente
periodo, en cuyo cas prefiere parar él. No obstante en general este juego, se repite un cierto
nimero de veces, hasta un momento en que alguno decide parar. Este resultado experimental
muestra una contrdiccién con la racinalidad asumida en los juegos perfectos en subjuegos. Cémo
los jugadores se forman las creencias sobre la accién del oponente en el siguiente periodo es un

asunto que no estd para nada claro lo que atormenta a los especialstas.

13.5. El principio de optimalidad y equilibrios perfectos en sub-
juegos

Para verificar, cuando una combinacién estratégica s, es un equilibrio perfecto en subjuegos,
basta verificar la existencia de alguna historia h!, para la que una desviacién en una etapa t, de
s; por parte de alguin jugador i, permita a dicho jugador obtener beneficios adicionales respecto
de s;.

Este principio llamado principio de desviacién en una etapa es la base del conocido principio
de optimalidad de la programacién dindmica, que se basa en la induccién retroactiva, y muestra
como la idea de perfeccién en subjuegos, extiende el referido mecanismo.

Veremos dos teoremas de aplicacién del referido principio, uno vdlido para un juego con

horizonte finito, y otro aplicable a juegos con horizontes infinitos.

Teorema 17 (Principio desviacion en una etapa con horizonte finito) En un juego

multietapas, finito, la combinacion estratégica s es un equilibrio perfecto en subjuegos, si y sélo
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st, satisface el principio de desviacion en una etapa, esto es no eriste ninguna estrategia §; para
algiin jugador i, tal que coincida con s; excepto en una sola etapa t, dada ht, tal que 5; es mejor

respuesta a s_; que s; condicionado a la historia ht.

Demostracion La condicién necesaria, (sélo si) se sigue de la propia definicién de subjuego
perfecto. !

Vamos ver que la condicién es suficiente, esto lo haremos por el absurdo.Supongamos que la
condicién es satisfecha para s, pero que existe una estrategia 3, tal que dada la historia, hf, 5;,
mejora a s; como respuesta contra s; para al menos un 4 en algiin subjuego que comienza en h’.

Sea t el mayor ¢’ tal que para algin h'', 5;(ht) # s;i(ht), siendo el juego finito, £ es finito.
Ademsés por el principio de desviacién debe verificarse que: t > t.

Introduzcamos la estrategia auxiliar s, con la particularidad de que: si(t) = 5;(t), Vt > t.
Como s’ y 5 por el principio de optimalidad s’ y § ambas son equivalentes para el subjuego
con inicio en t. Sit = t+ 1 s y s, por el principio de desviacién son equivalentes. Si ¢ >
t + 1, construimos otra estrategia que coincide con § hasta ¢ — 2 y seguimos el razonamiento
andlogamente. ||

En el caso de horizonte infinito, el método no es suficiente, pues queda la posibilidad de
mejorar, desvidndose en una sucesién infinita . Probaremos que esto no ocurre cuando los
retornos son continuos en el infinito. Denotaremos por h una historia con horizonte infinito,

siendo h' su restriccién a las primeras t etapas.

Definicién 46 Un juego se dice continuo en el infinito, si para cada jugador i la funcion de
utilidad u; satisface:

sup  |ui(h) —u;(h)| — 0, cont — oo.
h,h;s.t.ht=ht

Esto dice que eventos en un futuro distante son relativamente poco importantes.

Teorema 18 (Principio de desviacion en una etapa con horizonte infinito) En un
juego multietapas con horizonte infinito y utilidades continuas en el infinito, el vector estratégico

s, es un equilibrio perfecto en subjuegos, si respeta el principio de desviacion en una etapa, esto

! Observe que la observancia del principio de desviacién en una etapa no es prerrequisito para los equilibrios de
Nash, pues como fue observado estos pueden no ser equilibrios perfectos de subjuegos, cosecuentemente pueden
preescribir soluciones no maximizadoras en nodos inalcanzables para la estrategia en cuestién.
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es no existe jugador i, para el que una estrategia 5; sea mejor respuesta que s; para s—;, dado ht

coincidente con s;, excepto en t, y que condicionado a h! sea mejor respuesta que s; para s_;.

Demostraciéon: La prueba anterior establece la necesidad, y también prueba que, si s
satisface el mencionado principio, entonces no existe estrategia que la mejore, desvidndose en
una cantidad finita de pasos en algin subjuego.

Supongamos que s no fuera un equilibrio perfecto en subjuegos. Entonces debe existir una
etapa t, una historia h’, un jugador i y una estrategia 5; # s; tal que en el subjuego que
comienza en h!, 5; permita a i obtener un retorno mayor. Sea ¢ > 0 el total de esta mejora. Por
la continuidad en el infinito de las utilidades, existe una estrategia s; en el subjuego comenzado
en h que coincide con 35; para todo estado anterior a ¢, y de aqui en adelante con la estrategia
s; debiendo mejorar a 4, respecto de s; en por lo menos €/2. Esto contradice al hecho de la no

existencia de sucesiones que mejoren a ¢ mediante una cantidad finita de desviaciones.[]
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Capitulo 14

Juegos repetidos

En esta seccién discutiremos la forma en que la repeticién de un juego introduce nuevos equi-
librios, permitiendo a cada jugador conocer como sus oponentes jugaron en etapas anteriores,
es posible introducir castigos y recompensas, que permitan a los jugadores lleagar a equilibrios
diferentes a los considerados hasta ahora. En particular, esta posibilidad puede dar lugar a la
aparicién de equilbrios cooperativos en un marco no cooperativo.

Los jugadores juegan en forma reiterada un mismo juego, siendo su retorno final un promedio
ponderado de lo obtenido en cada etapa en que el juego se realiza. El modelo de juegos repetidos
permite que las acciones anteriores influyan sobre las decisiones presentes, lo que abre las puertas
al modelado de fenémenos de aprendizaje, de inversién en ciencia y tecnologia, o de relacién
con el medio ambiente. El modelo de juegos repetidos es una buena aproximacién teérica al
analisis de relaciones de larga duracién en ciencias politicas o sociales, contratos que se celebran
en forma reiterada como los laborales o de alquiler de una vivineda, o juegos de reputacion.

Es importante distinguir dos casos, cuando la repeticién del juego es finita, y se conoce
cudndo serd la dltima repeticién y cuando la repeticion es infinita, o bien, cuando no se conoce
cudl serd la iltima etapa. En el primer caso no siempre es posible obtner como resultado el
equilibrio cooperativo. Tal lo que sucede con el juego de los prisioneros cuando se repite una
cantidad finita de veces. En la iltima etapa, ambos jugadores tendran incentivos a traicionar,
luego razonando por iduccién hacia atrds concluimos que el tinico equilbrioperfecto en subjuegos
es traicionar en cada etapa. Este resultado puede modificarse cuando no se conoce cudndo serd

la tdltima etapa, en este caso los jugadores pueden pensar que siempre hay otro juego y que
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puede ser bueno colaborar con el otro durante una etapa mé&s. Analizaresmo con detalle este

cas mas adelante.

14.1. El modelo

El juego que se repite es llamado el juego estado. Asumiremos que hay una cantidad n,
finita de jugadores que mueven simultaneamente, siendo ®; el un conjunto finito de estrategias
puras. En cada juego estado, el retorno del jugador ¢ es representado por una funcién R; :
S — R, siendo S = xleSi. Como habitualmente S; es el conjunto de estrategias mixtas
correspondientes al juego estado I' = {®1, ..., P, Ry, ..., Ry} .

Dado que consideramos un juego que se repite, y que en cada momneto ¢ cada jugador debe
elegir que estrategia seguir, coniciendo las combianciones etratégicas previamente utilizdas,
podemos definir un subjuego a partir de cada momento ¢ de la misma manera geu el subjuego que
se inicia a partir de un nodo en un juego en forma extensiva. Por S* representamos el producto
cartesiano de las estrategias seguidas hasta el momento ¢ — 1. Por comodidad represntamos a

SY = {0}. Un elemento de S! se denomia histotia hasta e momento ¢ y es represntatada por
ht = (h'(0), ..., h'(t — 1))

Con ,h!()) € S para todo T < t.
Para un juego, que cosnsiste en la repeticién infnitaq de un juego estado, consideraremos la

funcién objetivo para cada jugador como la suma ponderada
R)(s) = (1—6)) 6" Ri(s"(h"),
t=0

donde ¢ es un factor de descuento intertemporal. El factor 1 — § es un factor de normalizacién,
de forma tal que en el juego infinitamente al i—ésimo jugador si R; = 1, le corresponda ud; = 1.
Representaremos a este juego por I'(d).

Como en cada perfodo comienza un subjuego propio, para cada combinacién estratégica s,
e historia h! podemos computar el retorno esperado por cada jugador a partir de t. El retorno

a partir de ¢ y hasta el final serd: (1 —0) Y%, 67 'g;(s7(h7)).
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Definicién 47 El retorno minmaz de un jugador i estd dado por:

v; = min méXgi(Siania)v
- s_,€S_; s;,€8;

representa, el nivel de retorno menor, al que los oponentes pueden hacer caer a 1.

Usaremos m’_z para denotar una combinacién estratégica, que es el castigo 6ptimo para ¢
en el juego, es decir:
Ri(mi,m")) = méx R;(s;,m' ) = min méx R;(si, s_i) = v,.
Z( v Z) siESi Z( v Z) SfiGS,i siESi Z( v Z) -
Observacién: Si a* € S es un equilibrio de Nash para el juego de estado, (equilibrio
estdtico), la estrategia en la que cada jugador, juega o permanentemente, es un equilibrio
perfecto en subjuegos.

Veremos que no obstante lo dicho en la observacién anterior, que, en juegos repetidos in-

finitamente, aparecen equilibrios de Nash diferentes a los preexistentes.

14.2. Equilibrios en juegos repetidos
Comenzaremos con el conocido juego llamado “dilema del prisionero”.

Ejemplo 30 La siguiente matriz, representa los retornos en el juego estado, correspondientes a

las estrategias puras de cada uno de los dos jugadores, como siempre I elige filas y I columnas.

coop. | no coop.

coop. | (1,1) | (—1,2)

nocoop. | (2,—1) | (0,0)

Ambos jugadores son prisioneros acusados de un delito que cometieron. Si cooperan entre
ellos y no confiesan el crimen ambos recibirdn un retorno de (1, 1), si uno confiesa y el otro no,
quien lo haga, es decir quien deje de cooperar con el otro recibird un retorno equivalente a dos
unidades de bienestar, mientras que, quien opté por la via de no confesar recibird un retorno

negativo. Finalmente si ambos confiesan, el retorno para ambos serd igual a cero.
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Evidentemente el inico equilibrio de Nash en el juego estado, corresponde a la estrategia

(no coop.,no coop.). Observe el lector que la cominacién estratégica
s = {(no coop.,no coop), ...., (no coop.,no coop)} ¥0 <t < T

es la Unica que corresponde a un equilibrio den Nash si el juego se repite una cantidad finita de
veces igual a T.

Veamos que pasa si el juego se repite infinitamente:

Para un factor de descuento § > %, la siguiente estrategia es un equilibrio de Nash. “Cooperar
en el primer periodo y continuar asf hasta que el otro deje de hacerlo, en ese caso y hasta el
final dejar de cooperar”.

Se presentan dos opciones, o bien ambos juegan (coop, coop) y reciben un retorno igual a 1.
O bien uno deja de cooperar en el periodo ¢, y recibird un retorno igual a: (1 —§)(1 +0 + ... +
61 +26"+0+...=1—6"20 — 1). Dicho retorno serd menor que 1, si § > 3.

Obsérvese que si el otro jugador deja de usar la estrategia planteada, recibird un retorno
igual a —1, a partir de ¢, mientras que si se gufa por ella el retorno a partir de este momento
serd igual a cero.

Por otra parte, como ya fue dicho, jugar cada vez una estrategia que representa un equilibrio
de Nash, es un equilibrio perfecto en subjuegos. Por lo tanto en este caso la estrategia siempre
nocoop es un equilibrio perfecto en subjuegos, y serd el inico que su implementaciéon no depende
de lo que haya sucedido antes.

Denotaremos por S = xj; el producto cartesiano de las estrategias mixtas posibles de
definir sobre el juego I' = [Ay1,...Ap, Ry, ..., Rp}.

Un elemento de S! = xi;éS es llamado historia hasta el tiempo ¢ y es denotado por
st = (5(0), ..., s'(t — 1))

con st(r) € Sy para todo 7 < t siendo S° = {0} (no hay historia antes de t = 1).

¢« o, . -, . oo
Definicién 48 Un camino es una sucesion de estratetegias {St}t:o con st € S para cada t que

completa una historia.
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Podemos dar la siguiente caracterizacién de camino de equilibrio de Nash para juegos

repetidos infinitamente.

Teorema 19 Sea s = {St}t—o un camino. s es un equilibrio de Nash si y solo si la amenaza

de jugar la estrategia minmax es sufiente para detener cualquier desviacion.

Demostracion: El camino 7 es un camino de equilibrio si y sélo si la combinacion estratég-

ica s*°(h) descrita por:
( p

s(h%) =0
) m', sihi(t—1)=m' obiensi hi(t —1) =s; cons; # 7r§_1 (14.1)
S =

wt en otro caso.

ofrece un retorno

T-1 o)
u;i(s(h)) = (1 —9) E O R;(my,m_i) + 07 még{ Ri(si,m—i) + E Ri(m*,m™ )| < ui(n®™).
8 €05
t=0 t=T+1

Se supone que el jugador i se desvia en la etapa T buscando un resultado mejor.

Resulta entonces, que 7*° es un camino de equilibrio si y solo si la amenanza de castigar lo
maximo posible, al jugador que se desvia, en todo juego posterior a las desviacién es suficiente
para detenerlo.

Terminaremos esta seccién probando la teoremas conocidos como “teoremas del folclore”
(Folk Theorems). Se denominan asi porque eran muy conocidos y utilizados, pero no estn
atribuidos a nadie en particular.

Ellos aseguran que en juegos repetidos infinitamente, si los jugadores son suficientemente
pacientes, existe una estrategia de equilibrio que les permite alcanzar cualquier equilibrio factible
e individualmente racional.

El siguiente ejemplo servird para aclarar el concepto de conjunto factible e individualmente

racional.

Ejemplo 31 (Cadlculo de valores minmaz) La matriz de retornos para un juego con dos
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jugadores es la siguiente:

M| (1,-2) | (~2,2)
D| (0,1) (0,1)

Vamos a obtener el valor minmax para el jugador I.

Para esto consideremos los retornos posibles de I, en funcién de ¢, siendo ¢ la probabilidad

que el jugador II asignard a L, asi: P(L) =¢; P(R)=1—q.

wig) = —2¢+1(1-q)= —3¢+1
var(q) 3¢ —2;
vp(q) =0

Independientemente de lo que haga II, el jugador I puede obtener un retorno igual a cero,
este es el valor minmax, o valor de reserva para I.

Obsérvese que maz{var(q),vr(q)} < 0, para todo ¢ € [1/3,2/3]. El maximo castigo se
alcanza cuando g = % = m!, para lo que se obtiene

De obtener lo cual puede resguardarse juegando D por lo tanto: Ri(D;m!;) = 0. Resulta
D= mi.

Ansdlogamente el valor de reserva para el jugador II serd: De acuerdo a las probabilidades

con que I juegue, IT puede obtener los siguientes resultados.

vL 2(py —pm) + (1 = (pu +pumr)

vg = —2(puv —pm)+ (1 — (pv +pMm)
vy = miny, p,, [maz{vr,vr)}].

Por lo tanto: v = 0, o sea que m%Q = (%, %,0), obtenemos RQ(mQ,m%2) = 0 siendo my
indistantamente L o R.
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Observacién: El retorno esperado para el i-ésimo jugador, en un juego repetido nunca serd

inferior a v;, independientemente del factor de descuento, pues:

1T+ T
Ri(mi_;) T3 Z(Stvz
t=0
Entenderemos por retornos factibles a aquellos retornos r = (r1,...,7,), que pueden ser

alcanzados por combinaciones convexas de estrategias puras. Denotaremos con V), al conjunto

de tales vectores, asf,

V = cépsula convexa {r € R" : existe a € A;g(a) =71}.

El subconjunto de vectores factibles, que dejan a todos los jugadores en un nivel superior
de bienestar que el que corresponde a sus valores minmax, v; > v,, es llamado conjunto de
retornos individualmente racionales.

Para el ejemplo tratado recientemente la figura siguiente muestra el conjunto factible, siendo

el drea sombreada el correspondiente a los retornos individualmente racionales.

vii

vl

Fig. 29. Area Factible. En rayado, el area Individual

mente Racional.
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Demostraremos a continuacién dos importantes teoremas, que por mucho tiempo fueron de
trasmision oral en teoria de juegos, habiendo pasado mucho tiempo antes de que fueran impresos.

A falta de otra traduccién para “Folk Theorems”, usamos la de “teoremas del folclore”.

Teorema 20 (Folk Theorem) Para todo vector v, individualmente racional, existe § < 1 tal

que para todo § € (9,1) existe un equilibrio de Nash de G(J) con retornos v.

Observacién: Un jugador es més paciente cuanto més préoximo a uno se encuentra su
factor de descuento §. El factor de descuento da una idea de la importancia relativa que tiene
el futuro, para el jugador, el expresar mayor o menor peso respecto para utilidades futuras. La
intuicién del teorema es clara. Para un jugador suficientemente paciente, cualquier ganancia
finita en un periodo es sobrepasada por pérdida futuras, aunque sean pequenas, en cada uno de
los subsecuentes perfodos. Para la prueba del teorema construiremos una estrategia implacable,
todo jugador que se desvie serd minimazimizado en todo periodo futuro.

Demostracion: Sea v > v un vector factible de retornos. Consideremos primeramente el caso
en que existe una combinacién estratégica a € ®, tal que v = R(a). Consideremos la siguiente
estrategia para cada jugador 7 :

“Jugar a; en t = 0, y continuar asf si nadie se desvia. En caso contrario, esto es si por
ejemplo se desvia ¢ los otros jugadores elegirdn m, 1 desde entonces hasta el final del juego”.
Puede algin jugador mejorar desvidndose de esta estrategia?

Si el jugador i se desvia en ¢ obtendra a lo sumo el retorno:

t—1
F(0) = (1-9) hz;)m + 641 - 6) méx Ri(a, ) + 51y,

Siendo méx,,;ce, Ri(ai,a—;) = K, el méximo retorno que i puede obtener.

Puede verse facilmente que tan pronto cuanto ¢ exceda un cierto valor critico, ¢;, entonces
F(§) < v;. Para obtener el § critico basta hallar ¢ tal que: F(6) = d6'v;, equivalentemente
(1 —0) maxgea, Ri(ai, a—;) +dv; = v;. Como v; < vy, se sigue que §; < 1. Tomando § = méx; J;
completamos el argumento. ||

En caso de que v no pueda alcanzarse con estrategias puras, siendo v factible, podra hacerse

una eleccién aleatoria de estrategias puras a(w) tales que Egg(a(w)) = v.
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En tanto que v es un valor esperado, un jugador puede sentir mayor tentacién a cambiar la
estrategia, en aquellos estados de la naturaleza en que el valor de la variable aleatoria R(a(w))
sea relativamente bajo.

En este caso basta elegir el § critico, d; tal que verifique la siguiente igualdad:

(1 =9) max R;(a;,a—;) + 0v; = (1 — 6) min R;(a(w)) + 0v;.[]

a; €P;

Observacién: En la estrategia considerada, un tinico desvio por parte de un jugador, provo-
ca una inmediata respuesta de castigo por parte de todos los otros jugadores. Esto es posible si
el costo de tal punicién es bajo. En determinados casos, como el de los oligopolios de Cournot,
penalizar a quien se desvia supone aumentar la produccién para bajar los precios en forma tal
que pueden ser inferiores a los costos.

A esta situacién se llega porque las estrategias de equilibrio que permiten obtener un retorno
individualmente racional, no componen necesariamente un equilibrio perfecto en subjuegos.

El siguiente teorema, garantiza que a partir de un cierto 6 minimo, esto es, a partir de un
grado minimo de paciencia por parte de los jugadores, puede obtenerse para cualquier retorno
individualmente racional, una estrategia que serd un equilibrio perfecto en subjuegos y permitira

alcanzarlo.

Teorema 21 (Folk Theorem)[J. Fridman (1971)]Sea o* un equilibrio estdtico (un equilibrio
del juego estado) con retorno e. Entonces para cualquier v € V, con v; > e; para todos los
Jugadores i, existe un § tal que si § > § existe un equilibrio perfecto en subjuegos para G(8) con

retornos v.

Demostracién: Asumiremos que existe a € & = x7_; ®; para la que R(a) = v. Si no existe
tal estrategia pura una aleatorizacién en el conjunto de las estrategias puras ¢, nos permitird

acceder a v. Consideremos la siguiente estrategia:

= “En ¢t = 0 cada jugador juega acorde con a, y se sigue asf en tanto no haya desvios. Si los

hubiera se juega o hasta el final.

Esta estrategia es un equilibrio de Nash para I'(d) con ¢ suficientemente grande, pues en

este caso: (1 —0) + de; < v;, la desigualdad estricta sigue del hecho de que la misma se obtiene
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en el limite para 6 — 1. Es ademds un equilibrio perfecto una vez que se jugard o en todo
camino que no sea el del equilibrio.|]

Observacién El resultado del teorema de Fridman es mds débil que el anterior, excepto
para juegos donde el valor minmax sea un equilibrio.

Los dos ultimos teoremas, caracterizan el comportamiento de los equilibrios cuando § es
suficientemnete grande. Es de interés también determinar las caracteristicas del conjunto de
equilibrios para J relativamente pequeiios.

Los teoremas anteriores parecen advertirnos sobre la posibilidad de que existan muchos
equilibrios (quizds més que los deseados). El lector interesado podréd encontrar un tratamiento

cuidadoso del tema en [D. Fudemberg and J. Tirole (1991)].
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Capitulo 15

Juegos con informacién incompleta

Cuando alguno de los jugadores no conoce alguna de Is caracteristicas que determinan
un juego, como ser las funciones de retorno de alguno de los otros jugadores, sus estrategias
posibles o preferencias, decimos que estamos ante un juego con informacién incompleta. La
inceretidumbre de los jugadores sobre las caracteristicas de los demés se modelan introduciendo
un conjunto {2 de posibles “estados de la naturaleza”. Asumiremos que este conjunto de estados
es finito y que cada jugador tiene ciertas “creencias a priori” sobre estos estados de la naturaleza,
definidas por una probabilidad p; sobre €

Asumimos que los jugadores antes de elgir su estrategia, observan una snal, 7; que es funcién
del estado de la naturaleza. Es decir 7;(w) es una senal que observa el jugador cuando el estado
es W. Supongamos que 7; es el conjunto de valores posibles que la funacién 7 : Q@ — T;

LT, — 29 es decir que para cada valor ¢; que asume la

puede asumir. mientras que 7~
senal T;l(ti) € 22, Siendo p;(771(t;)) > 0 el jugador i reconoce, una vez que es el estado se
realizé y observé la sefal t;. que se encuentra en algin estado w € 771(¢;). En el caso en que
Ti(w) = w,¥ w € Q el jugador tiene informacién completa.

En general a partir de la observacién de la senal, podra definir una probabilidad posterior:

pi(w)
pi(w/ti) = ———7 -
pi(T; ()
Definicién 49 Un juego bayesiano consiste en

» Un conjunto finito de jugadores, indexados por i € {1,...n}
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= Un conjunto finito de estados de la naturaleza )

=y para cada jugador:

e Un conjunto A; de acciones.
e Un conjunto de senales,y una funcion 7; : Q — T;.

e Una funcion de probabilidad a- priori sobre los estados de la maturaleza, tal que
pi(T7H(t:)) > 0V t; € T,

e una relacion de preferencias sobre A x Q siendo A = X', A;.

Dado que cada jugador elegird su estrategia teniendo en cuenta la sefial observada,nos

referiremos a cada jugador mediante (7,t;) y diremos que el jugador i es del tipo ¢ : i.

Definicién 50 (equilibrio bayesiano) Un equilibrio de Nash de un juego bayesiano (o equi-

librio bayesiano) es un equilibrio de Nash que se define como sigue:
1. El conjunto de jugadores estd definido por los pares (i,t;), t; € T;,i € {1,...,n}.
2. FEl congunto de acciones de cada (i,t;) es A;

3. Las preferencias =(; 4, sonbre A; donde

a t(z’,ti) b< Li(a, ti) =i L(b, ti)

4. Li(a,t;) es la loteria definida sobre A x Q que asigna probabilidad p;(w)/Pi(t~ (t;)) al

perfil estratégico (a1 (T1(w)), ..., an(T™(w))) para cada w € 7;1(t;) y cero en otro caso.

En [E. Van Damme (1991)] define a los tipos de cada jugador {6;}} ; como una variable
aleatoria para la que existe una distribucién de probabilidad objetiva, p(61,602,...,60,) para
f; perteneciente a un cierto espacio ©; que tiene una cantidad de elementos #0; finita, 6; es
observado unicamente por el jugador i. p(0_;|6;) denota la probabilidad condicional de que sus
oponentes sean del tipo 0_; = (61,...,0;-1,0;4+1...,0,) dado que el es del tipo ;. Asumimos

que p(#;) >0, Vb, € ©;.
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Para completar la descripcién de Juegos Bayesianos nos falta especificar un espacio de
estrategias puras S; y las funciones de retorno R;(si,...,sp,01,...,0,) con s; € S;, para todo
=(1,2,...,n).

Podemos ahora dar la siguiente definicién de equilibrio bayesiano.

15.1. Equilibrio bayesiano

Definicién 51 Un equilibrio bayesiano en un juego con informacion incompleta, un nimero
finito de tipos 0;, para cada jugador i, una distribucidn a priori p, y un conjunto de estrategias

puras S;, es un equilibrio de Nash en el espacio de estrategias puras definido por los los mapas

Una estrategia s(-) es un equilibrio bayesiano si para cada jugador i,

s(-) €arg max ZZp 0;,0_i)ui(s:(0:),s—i(0_;), (0:,0_;)).

(eSl

Como cada tipo tiene probabilidad positiva, ex ante formulacién es equivalente a que el

jugador ¢ maximice su utilidad condicional a 6; para cada 0; :

8(91) EargmaprG ‘9 )uz(szvs 1(9 )7(01'7971'))’
YO

La existencia del equilibrio bayesiano, es una consecuencia inmediata del teorema de exis-
tencia del equilibrio de Nash.

Ejemplos de juegps bayesianos.

Ejemplo 32 Como un caso particularmente simple de juego con informacidn incompleta con-
sideremos una industria con dos firmas. Una establecida, jugador I, y la otra potencial entrante,
jugador II. I decide cuando construir una nueva planta, simultaneamente, Il decide si entra o
no. Suponga que Il duda sobre si el costo de I para construir la nueva planta es 8 o 0, mientras

que I conoce su propio costo. Las siguientes matrices representan los retornos.
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Entra No Entra
Constr. 0,-1 2,0
no Constr. 2.1 3,0

Retornos si los costos de construccién son altos.

Entra No Entra
Constr. 3,—1 5,0
no Constr. 2,1 3,0

Retornos si los costos de construccién son bajos.

En este caso los retornos de II dependen de si I construye o no, pero no estédn directa-
mente influenciados por los costos de I. Nétese también que I tiene “construir” como estrategia
dominante si su costo es bajo, y “no construir” si el costo es alto.

La estrategia de II queda supeditada, en este caso, exclusivamente a la probabilidad apriori
p1, que le asigne a que I sea de costo alto. Si p; < % entra y no entra si p; > %

El anédlisis se complica si el jugador II tiene 1.5 como bajo costo, en lugar de 0, como
anteriormente. En este juego no construir sigue siendo una estrategia dominante cuando I
tiene alto costo. No obstante si su costo es bajo, la estrategia 6ptima de I, dependerd de la
probabilidad y apriori que asigne a II de entrar. Construir es mejor que no construir si:

15y +35(1—y) >2y+3(1—y), 0,y <.

El jugador I debe tratar de predecir el comportamiento de II, al elegir su propia accién, y
el jugador II no puede inferir el comportamiento de I solamente por lo que sabe de 1.

Harsanyi propone tratar este caso, introduciendo una movida anterior de la naturaleza, que
determina el tipo de I (su costo), y el juego de informacién incompleta para II sobre los costos
de I, se transforma en un juego de informacién imperfecta sobre las movidas de la naturaleza,

que puede analizarse con técnicas habituales.

Ejemplo 33 Concurrencia de Cournot, con Informacion Incompleta.
Consideremos un duopolio, donde las firmas tienen las siguientes funciones de utilidad:

uw; = ¢;(0; — ¢ — q;), donde ;. Es de conocimiento publico que 61 = 1 pero la firma 2, tiene
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: - : 3 7 1 5
informacion privada sobre 0. La firma 1 cree que 02 = %, con probabilidad 5 02 = 3, con

probabilidad % Las dos firmas eligen su produccion simultaneamente.

Denotamos por ¢; al producto de la firma 1. ¢ representa el producto de 2, si fy = %, qk
en el otro caso. La eleccion ¢o(f2) de la firma 2, debe satisfacer:

q2(02) € argméxg,{q2(02 — q1 — q2)} = q2(02) = (02 — 1) /2.

La firma 1 no conoce el tipo de la firma 2, su retorno serd entonces un retorno esperado

sobre el tipo de la firma 2:

’ 2— L___H
q1 € a’rgmaqu{%ql(l —q— g+ %fh(l —q— @)} = q = ==
Sustituyendo adecuadamente obtenemos que: (¢1 = 1/3,qf = 11/24,¢% = 5/24) es un

equilibrio bayesiano.
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